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PRATARMĖ 


Šioje knygelėje nagrinėjami svarbiausi funk- 
cijų grafikų braižymo metodai, pavyzdžiais 
pasirinkus paprasčiausias funkcijas. Knygelė 
skiriama VIII-IX klasių moksleiviams. 

Išmokti iš knygos braižyti funkcijų grafi- 
kus nėra lengva: skaitytojas pasigenda lentos, 
kurioje mokytojas per pamoką ar paskaitą 
palaipsniui braižo grafiką. Todėl autoriai ne- 
apsiribojo brėžiniais, kuriuose pateikiamas 
tik galutinis grafiko vaizdas, bet paprašė 
V. Smolianinovą ir V. Jankilevskį knyge- 
lės paraštes padaryti panašias į lentą. Iš pa- 
raščių brėžinių bus nesunku žingsnis po Zings- 
nio atgaminti visą grafiko braižymo eigą. 

Dalis teorinės medžiagos pateikta kaip 
uždaviniai, įjungti tiesiog į tekstą. Norint su- 
prasti knygelę, būtina atidžiai išnagrinėti vi- 
sus tuos uždavinius. 

Ruošiant knygelę, autoriams padėjo ir jų 
darbo draugai: V. Keilis-Borokas, A. Kiri- 
lovas, S. Fominas, M. Cetlinas. Autoriai 
dėkoja jiems už pagalbą. Jie ypač dėkingi pir- 
mojo leidimo redaktoriui B. Sabatui, iš esmės 
pagerinusiam knygelę. 

Leidžiant knygelę pakartotinai, buvo at- 
sižvelgiama į Neakivaizdinės matematikų mo- 
kyklos moksleivių ir darbuotojų pastabas bei 
pasiūlymus. Autoriai džiaugiasi, galėdami pa- 
dėkoti ir jiems. 

Visas pastabas ir pasiūlymus, kaip dar 
reikėtų pagerinti knygelę, prašome siųsti ad- 
resu: 

MockBa, B-333, JlenHHckHh npocnexr, 58a, 
SaoyHas MaTeMaTHueckas INKONA. 

Autoriai 


ĮVADAS 


1 paveiksle matote dvi kreives, kurias nu- 
brėžė  seismografas — prietaisas, registruo- 
jantis žemės plutos svyravimus. Viršutinė 
kreivė gauta, kai žemės pluta rami, apatinėje 
matomi žemės drebėjimo signalai. 


a EAT PA r a, 


C B | A 
Apar 


2 paveiksle — dvi kardiogramos. Viršu- 
tiné rodo normalios širdies darbą, apatinė — 
ligotos. 


mr O DO — 
ia pi ti pri 


2 pav: 


3 paveiksle pavaizduota vadinamoji pus- 
laidininkinio elemento charakteristika — sro- 
vės stiprumo priklausomybės nuo įtampos 
kreivė. 

Seismologas, nagrinėdamas seismogramą, 
sužino, kada buvo žemės drebėjimas, kur 
jis vyko, nustato smūgių stiprumą ir pobūdį. 


Gydytojas iš kardiogramos gali spręsti apie 
ligonio širdies veiklos sutrikimus, kardiograma 
padeda teisingai nustatyti diagnozę. Inžinie- 
rius radioelektronikas pagal  puslaidininki- 
nio elemento charakteristiką parenka tinka- 
miausią jo darbo režimą. Visi tie žmonės na- 
grinėja tam tikras funkcijas pagal jų grafikus. 

Kas gi yra funkcija ir kas — funkcijos grafikas? 

Prieš tiksliai apibrėždami funkciją, iš pra- 
džių truputį pakalbėsime apie tą sąvoką. 
Vaizdžiai kalbant, funkciją turime tada, kai 
kiekvieną tam tikro dydžio, kurį matemati- 
kai vadina argumentu ir paprastai Žymi rai- 
de x, reikšmę atitinka kito kintamo dydžio y 
reikšmė. Kintamasis dydis y irgi vadinamas 
funkcija. 

Pavyzdžiui, žemės paviršiaus poslinkis, 
vykstant žemės drebėjimui, kiekvienu laiko 
momentu būna tam tikro didumo — poslin- 
kio didumas yra laiko funkcija. Srovės stipru- 
mas puslaidininkiniame elemente yra įtampos 
funkcija, nes kiekvieną įtampos reikšmę ati- 
tinka tam tikra srovės stiprumo reikšmė. 


Jpav 


Tokių pavyzdžių galima pateikti labai 
daug: rutulio tūris yra jo spindulio funkcija; 
aukštis, į kurį pakils į viršų mestas akmuo, 
yra jo pradinio greičio funkcija ir t.t. 


Dar viena esminė pastaba. Kai sakoma, 
kad dydis y yra dydžio x funkcija, tai pirmiau- 
sia nurodoma, kokias reikšmes dydis x gali 
įgyti. Tos „galimos“ argumento x reikšmės 
vadinamos leistinosiomis reikšmėmis, O visų 
leistinųjų dydžio x reikšmių aibė vadinama 
funkcijos y apibrėžimo sritimi. 

Pavyzdžiui, kai sakome, kad rutulio tū- 
ris V yra jo spindulio R funkcija, tai funk- 
cijos V = ¿UR? apibrėžimo sritis yra visi skai- 
čiai, didesni už nulį, nes rutulio spindulio di- 
dumas gali būti tik teigiamas skaičius (bet 
koks). 

Pateikiant funkciją, visada būtina nurodyti 
jos apibrėžimo sritį. 

Dabar jau galime tiksliau pasakyti, kas 
yra funkcija. 

Sakome, kad dydis y yra dydžio x 
funkcija, jei: 1) nurodyta, kokios yra 
leistinosios x reikšmės, t.y. duota funk- 
cijos apibrėžimo sritis, ir 2) kiekvieną 
leistinąją x reikšmę atitinka tik viena dy- 
džio y reikšmė. 

Vietoj žodžių ,,dydis y yra dydžio x funkci- 
ja“ trumpai užrašoma šitaip: 


y=f (X). 
(Skaitoma: ,,ygrek lygu ef nuo iks“.) 
Užrašas f(a) reiškia funkcijos f(x) skai- 


tinę reikšmę, kuri atitinka x reikšmę, lygią a. 
Pavyzdžiui, jei 


tai 


f(O=>77-1 ir te 


Taisyklė, kaip, žinant x reikšmę, randama 
atitinkama y reikšmė, gali būti pateikta įvai- 
riais būdais. Jokių apribojimų čia nėra. Jei 


pasakyta, kad y yra x funkcija, tai reikia tik 
patikrinti, ar duota: 1) apibrėžimo sritis, t.y. 
nurodyta, kokias reikšmes gali įgyti x, ir 2) tai- 
syklė, pagal kurią kiekvienai leistinajai x reikš- 
mei galima priskirti vienintelę y reikšmę. 

Kokia gali būti ta taisyklė? 

Pateiksime keletą pavyzdžių. 

1. Tarkime, kad x yra bet kuris realusis 
skaičius ir y randamas pagal formulę 


y= 2. 


Čia funkcija y=x? išreikšta formule. 

Taisyklė gali būti ir žodinė. 

2. Funkcija y apibrėžiama šitaip: kai x 
yra teigiamas skaičius, y lygus 1, kai x — nei- 
giamas skaičius, y lygus —1, kai x lygus 0, 
y lygus 0. 

3. Kiekvieną skaičių x galima užrašyti 
šitaip: 

x=y+a, 


čia x — neneigiamas skaičius, mažesnis už 1, 
o y — sveikasis skaičius. Aišku, kad kiekvie- 
ną skaičių x atitinka vienintelis skaičius y, 
t. y. y yra x funkcija. Tos funkcijos apibrėži- 
mo sritis — visa skaičių ašis. Pati funkcija 
vadinama x sveikąja dalimi ir žymima 


| y =[x]. 
Pavyzdžiui, 


[3,53]=3, [4]=4, [0,3]=0, [-0,8]= — 1. 


Paskiau ta funkcija naudosimės pratimuose. 

4. Išnagrinėkime funkciją y=f(x), išreikš- 
tą formule 

_ Vx+3 
NT 
Ka tiktų laikyti jos apibrėžimo sritimi? 

Jei funkcija apibrėžta formule, tai papras- 
tai nagrinėjama vadinamoji natúralioji apibrė- 
žimo sritis, t.y. aibė visų skaičių, su kuriais 
galima atlikti formulėje nurodytus veiks- 
mus. Vadinasi, į duotosios funkcijos apibrė- 


žimo sritį neįeina skaičius 5 (kai x=5, trup- 
menos vardiklis lygus 0) ir x reikšmės, mažes- 
nės už —3 (kai x< —3, pošaknio reiškinys yra 
Vx+3 
x-0 
ralioji apibrėžimo sritis yra visi skaičiai, tenki- 
nantys dvi nelygybes: 


dista 
ib. 


neigiamas). Taigi funkcijos y= natū- 


Funkciją galima pavaizduoti geometris- 
kai, grafiku. Norėdami nubraižyti funkcijos 
grafiką, išnagrinėkime kokią nors leistinąją 
x reikšmę ir ją atitinkančią y reikšmę. Pavyz- 
džiui:, sakykime, x reikšmė yra skaičius a, ją 
atitinkanti y reikšmė — skaičius b=f(a). Sia 
skaičių a it b porą pavaizduokime plokštumoje 
tašku, kurio koordinatės (a; b). Taip pat su- 
dėliokime taškus, atitinkančius visas leisti- 
nąsias x reikšmes. Gautųjų taškų rinkinys ir 
yra funkcijos grafikas. 

Funkcijos grafikas — tai aibė taškų, 
| kurių abscisės yra argumento x leisti- 
| nosios reikšmės, o ordinatės — jas ati- 
| tinkančios funkcijos y reikšmės. 
Pavyzdžiui, 4 paveiksle pavaizduotas funk- 

cijos 
y= [X] 


grafikas. Jį sudaro horizontalių atkarpų be- 
galinė aibė. Rodyklės reiškia, kad tų atkarpų 
dešinieji galai nepriklauso grafikui (kairieji 
galai priklauso grafikui, todėl jie pažymėti 
ryškiai). 

Funkcijos grafikas gali būti ir funkciją 
nusakanti taisyklė. Pavyzdžiui, iš puslaidinin- 
kinio elemento charakteristikos (žr. 5 pav.) 
galima nustatyti, kad, kai argumentas U ly- 
gus 0,6 (voltų), funkcija 7 lygi 1,3 (miliampe- 
rų). 

Funkcijas vaizduoti grafikais labai pato- 
gu, nes, pažiūrėjus į grafikus, iš karto galima 


atskirti vieną funkciją nuo kitos. Dar kartą 
pažiūrėkite į 1 paveikslo apatinę kreivę. Tame 
grafike net mažiausiai patyręs Žmogus iš karto 
pamatys žemės drebėjimo signalus (tarpai B 
ir C). Įsižiūrėjęs jis neabejotinai pastebės tar- 
pų Bir C bangų skirtumą (seismologas galėtų 
paaiškinti, kad tarpe B užrašyta vadinamoji 
banga P, sklindanti žemės plutos gelmėje, o 
tarpe C — banga S, sklindanti paviršiumi). 

Pabandykite, ar pavyks atskirti tuos du 
tarpus iš pateiktų paraštėje lentelių. (Čia ne- 
galime pateikti lentelės visai Kreivei: ji užimtų 
daug vietos, todėl matote tik lenteles nedide- 
lėms tarpų B ir C dalims.) 

6 paveiksle pavaizduoti grafikai dviejų 
funkcijų, išreiškiamų labai panašiomis formu- 
lėmis 

. l 
y= x*-2x+3 [Ya 


Tų funkcijų kitimo skirtumą, aišku, galima 
pastebėti ir iš formulių, bet pažiūrėjus į jų 
grafikus, tas skirtumas iš karto krinta į akis. 

Kai tik reikia išaiškinti bendrą funkcijos 
kitimo pobūdį, grafikas dėl savo vaizdumo 
yra nepakeičiamas. Todėl inžinierius arba moks- 
lininkas, gavęs jį dominančios funkcijos for- 
mulę arba lentelę, paprastai ima pieštuką, 
braižo grafiko eskizą ir Žiūri, kaip funkcija 
kinta, kaip ji „atrodo“. 
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$ 1. Keli pavyzdžiai 


1. Norint nubraižyti kokios nors funkci- 
jos grafiką, pažodžiui laikantis apibrėžimo, 
reikia rasti visas atitinkamų argumento ir 
funkcijos reikšmių poras ir pažymėti visus 
taškus, kurių koordinatės yra tos poros. Daž- 
niausiai to padaryti praktiškai neįmanoma, 
nes tokių taškų būna be galo daug. Todėl 
paprastai randami keli grafiko taškai ir sujun- 
giami kreive. 

Pabandykime taip nubraižyti funkcijos 


l 
"= 113 (1) 


grafika. 

Parinkime keletą argumento reikšmių, ras- 
kime atitinkamas funkcijos reikšmės ir sura- 
šykime jas į lentelę (žr. 1 lentelę). Pažymėkime 
taškus, kurių koordinatės yra tos poros, ir 
1 2 sujunkime juos kol kas brūkšnine linija (1 pav.). 

Be Dabar patikrinkime, ar teisingai nubrė- 
sao žėme kreivę tarp rastųjų grafiko taškų. Tam 

1 2 X parinkime kokią nors tarpinę argumento reikš- 

me, pavyzdžiui x=3/2, ir apskaičiuokime ati- 

Tpav tinkamą funkcijos reikšmę y=4/13. Gauta- 
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sis taškas (3/2; 4/13) gerai pataiko į nubrėž- 
tą kreivę (2 pav.) Atrodytų, kad ja nubrė- 
žėme teisingai. 

Tačiau parinkime dar x=1/2. Tada y=4/5 
ir atitinkamas taškas atsiduria aukščiau nu- 
brėžtosios kreivės (2 pav.). Vadinasi, tarp 
x=0 ir x=1 grafikas eina ne taip, kaip galvo- 
jome. Šiame ,,abejotiname” tarpe parinkime 
dar reikšmes x=1/4 ir x=3/4. Sujunge visus 
taškus, gausime teisingesnę kreivę, pavaiz- 
duotą 3 paveiksle. Kontroliniai taškai (1/3; 
9/10) ir (2/3; 9/13) gerai pataiko į tą kreivę. 

2. Norint nubraižyti grafiko kairiąją pu- 
se, reikia užpildyti dar vieną lentelę neigia- 
moms argumento reikšmėms. Tą padaryti 
nesunku. 


Pavyzdžiui, 
kai x=2, 


kai x=—2, 
l AA 


YE EAT 5: 
Vadinasi, kartu su tašku (2; 1/5) grafikui 


priklauso ir taškas (—2; 1/5), simetriškas pir- 1 


majam taškui ordinačių ašies atžvilgiu. 

Apskritai, jeigu taškas (a; b) priklauso 
grafiko dešiniajai pusei, tai jo kairiajai pusei 
priklausys taškas (—a; b), simetriškas taškui 
(a; b) ordinačių ašies atžvilgiu (4 pav.). Todėl, 
norint gauti (1) funkcijos grafiko kairiąją 
dalį, atitinkančią argumento x neigiamas 
reikšmes, reikia rasti to grafiko dešiniosios 
pusės veidrodinį atspindį ašies Oy atžvilgiu. 

Grafiko bendras vaizdas pateiktas 5 pa- 
veiksle. 

Jeigu būtume paskubėję ir neigiamiems x 
panaudoję pradinį eskizą (1 ir 2 pav.), tai taš- 
ke x=0 būtume gavę „lūžį“ (kamputį). To 
lūžio teisingame grafike nėra: vietoj jo Cia 
„kupolas“. 


( 0) - vlima, atitinkančio bet kwim 
f E igumento lama (ty. umu a 
in - a), yia Ttonpus-amyje bugios, toi | 
f(a) tokia funkeija vadinama Uginz 
> Aiskmiunos lygino dunkeijos grafikas 


| | 
y= x? — 3 jx] +2 Ya Y [202 - 4] 


Pratimai 


1.1. Funkcijos 
1 
YA -zei (2) 


| 
grafikas panašus į funkcijos PS grafiką. Nu- 
braižykite jį. 
1.2. Kurios iš šių funkcijų yra lyginės (lyginės 
funkcijos apibrėžimą ir kai kuriuos pavyzdžius žr. 
p. 12): 


a) p=1—x2, b) y=x*+x; c) po d) y= 
o a" 
l—-x l+x 
3. Išnagrinėkime funkciją 
| 
Ve Aa“ (3) 


Iš pirmo žvilgsnio ši formulė mažai ski- 
riasi nuo (2). Tačiau braižant grafiką, iš karto 
prasideda nemalonumai. 

Kaip ir anksčiau, sudarykime lentelę ir 
gautuosius taškus  pažymėkime brėžinyje. 
Kaip sujungti tuos taškus — neaišku: susidaro 
įspūdis, kad taškas (0; — 1) „iškrenta“ (6 pav.), 

Pabandykite patys nubraižyti tos funkcijos 
grafiką. Nenusiminkite, jei, norėdami supras- 
ti, kaip cina ta kreivė, turėsite rasti daugiau 
taškų, negu ketinote. 

Po to būtinai perskaitykite 15—17 pusla- 
pius, kaip braižomas tas grafikas ir kokios nau- 
dingos išvados iš jo gaunamos. 

4. Nuo taškų pradėkime braižyti ir dau- 
gianario 

p=xt—2xº— x? + 2x (4) 
grafika. 

Parinkę argumento reikšmes, lygias 0, 1 
ir 2, gausime funkcijos reikšmes, lygias nuliui. 
Dar parinkime reikšmę x= —I. Vėl gausime 
y lygų nuliui. Atitinkami grafiko taškai (0;0), 
(t; 0), (2; 0), (—1; 0) yra ašyje Ox (7 pav.). 


qem" | Me 
X 
D pav. 


Pasitenkinę tomis keturiomis argumento 
reikšmėmis ir rastuosius taškus sujungę, ma- 
tytume, kad gautoji „sklandi“ kreivė yra abs- 
cisių asis. Vienok aišku, kad abscisių ašis 
nėra tos funkcijos grafikas: daugianaris 1*— 
—2x*—x*+2x negali būti lygus nuliui su vi- 
somis x reikšmėmis. 

Parinkime dar dvi argumento reikšmes 
x=-2 ir x=3. Atitinkami taškai (—2; 24) 
ir (3; 24) jau nėra ašyje Ox, jie netgi yra labai 
toli nuo jos (8 pav.). 

Kaip atrodo grafikas, vis tiek neaišku. 
Žinoma, kaip ir anksčiau, galima rasti pakan- 
kamą skaičių tarpinių taškų ir apytiksliai 
nubraižyti grafiką, bet toks būdas nelabai 
patikimas. 

Pabandykime daryti kitaip. 

Išsiaiškinkime, kur funkcija yra teigiama 
(taigi grafikas yra virš ašies Ox) ir kur neigiama 
(grafikas yra žemiau ašies Ox). 

Tuo tikslų funkciją apibrėžianti daugianarį 
išskaidykime dauginamaisiais: 


xt —2x3—x7+2x=53(x—2)—-x(x—2)= 
=(x3—x)(x—2)=x(x2—1)(x—-2) = 
=(x+1)x(x- 1) (x— 2). 


Dabar matome, kad funkcija yra lygi n-u 
liui tik tuose keturiuose taškuose, kuriuos jau 
pazyméjome. Į kairę nuo taško x=-—l visi 
keturi dauginamieji yra neigiami — funkcija 
teigiama. Tarp taškų x=-—l ir x=0 (t.y. in- 
tervale —1<x<0) dauginamasis x41 pasi- 
daro teigiamas, o kiti lieka neigiami — funkci- 
ja neigiama. Intervale O<x<1 turime du nei- 
giamus dauginamuosius ir du teigiamus — 
funkcija teigiama. Sekančiame intervale funk- 
4! cija vėl neigiama. Pagaliau, perėjus per tašką 

x=2, ir paskutinysis dauginamasis pasidaro 


MA 
|) E teigiamas, taigi funkcija — teigiama. 
"row x Funkcijos grafikas bus maždaug toks, 
9 pav. kaip 9 paveiksle. 
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9. Dabar braižysime funkcijos 


l 
y= 3x2 — ] 


grafiką, apie kurį jau kalbėjome 13 puslapyje. 

Brézinyje  paZymékime grafiko taškus, 
atitinkančius argumento reikšmes x=- 1l, O 
1, 2, ir juos sujunkime kreive. Gausime maž- 
daug tai, kas pavaizduota 10 paveiksle. 

Dabar imkime x=1/2. Gausime y= —4, 
ir taškas (1/2; —4) bus daug žemiau nubrėž- 
tosios kreivės. Vadinasi, tarp x=0 ir x=1 
grafikas eina visiškai kitaip! 

Tiksliau grafiko eigą pavaizduosime 11 pa- 
veiksle. Parinkime dar x=3/2 ir x=5/2. Ati- 
tinkami taškai pakankamai gerai pataiko į 
nubrėžtąją kreivę. 

Kaip gi grafikas eina tarp taškų x=0 ir 
x=12 

Parinkime x=1/4 ir x=3/4. Gausime ati- 
tinkamai y=—16/l3x —5/4 ir y=16/11=3/2. 
Grafiko eiga tarp taškų x=0 ir x=1/2 šiek 
tiek paaiškėjo (12 pav.), bet kaip funkcija 
kinta tarp x=1/2 ir x=3/4, kaip ir anksčiau, 
lieka neaišku. 

Jeigu parinksime dar keletą tarpinių reikš- 
mių tarp x=1/2 ir x=3/4, tai pamatysime, 
kad atitinkami grafiko taškai pataiko ne į 
vieną, bet į dvi kreives, ir grafikas atrodo maž- 
daug taip, kaip 13 paveiksle. 

Dabar jau gerai suprantate, kad braižyti 
funkcijos grafiką tik iš taškų — rizikingas 
ir ilgas kelias. Jeigu imsime mažai taškų, gal- 
būt susidarysime visiškai neteisingą funkcijos 
vaizdinį. Jeigu taškus parinksime tankiau, 
tai bus daug nereikalingo darbo — ir vis tiek 
abejosime, ar nepraleidome ko nors svar- 
baus. Ką gi daryti? 

Prisiminkime, kad, braižant funkcijos 
y= a grafikus, intervaluose 2<x<3 ir 


l<x<2 jokių papildomų taškų neprireikė, 
o intervale O<x<l teko rasti dar 5 taškus. 


> 1 


~i- 12 pay. 


Ir braižant funkcijos y= Tr grafika, dau- 
giausia darbo teko atlikti su intervalų 0 <x<.l, 
kuriame kreivė suskyla į dvi šakas. 

Ar negalima iš anksto išskirti tokių ,„pavo- 

x Jingu" tarpų? 

6. Trečią kartą grįžkime prie funkcijos 

| 


+= dx? — l 


grafiko. 

Pažvelgus į funkciją nusakantį reiškinį, 

| iš karto matyti, kad su dviem x reikšmėmis 
cil to reiškinio vardiklis yra lygus nuliu. Tos 
reikšmės lygios +V1/3 ir -V 1/3, t.y. apy- 
tiksliai +0,58. Viena jų yra intervale 1/2 <x < 3/4, 
t.y. kaip tik ten, kur funkcija kinta ne- 
įprastai, grafikas neina sklandžiai. Dabar aiš- 
ku, kodėl taip yra. 

Iš tikrųjų, kai x= + ļ/ 1/3, funkcija neapi- 
brėžta (dalyti iš nulio negalima); vadinasi, 
grafike negali būti taškų su tokiomis absci- 
sėmis — grafikas nekerta tiesių x= V 1/3 ir 
x=- V113. Todėl grafikas išsiskaido į tris 
šakas. Kai x artėja prie vienos iš ,,uZdraus- 
tųjų“ reikšmių, pavyzdžiui, prie x=V1/3, 
tai trupmenos 37] modulis (absoliutinis 
didumas) neribotai didėja — dvi grafiko ša- 
kos artėja prie vertikalios tiesės x= V 1/3. 

Analogiškai kinta duotoji (lyginė!) funkcija 
arti taško x= — V 13. 

Funkcijos 


e e 

3x*— 1 

grafiko bendras vaizdas pateiktas 14 paveiksle. 
Taigi visada, kai funkcija išreikšta formule, 

kurioje yra trupmena, būtina atkreipti dėmesį 

į tas argumento reikšmes, su kuriomis vardik- 

14 pav. lis lygus nuliui. 


"5 
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/. Ko galima pasimokyti iš pateiktųjų 
pavyzdžių? Nagrinėjant funkcijos kitimą ir 
braižant jos grafiką, ne visos argumento reikš- 
mes yra vienodai svarbios. 


Nagrinėdami funkciją 


| 
BT: 


matėme, kokie svarbūs yra tie „ypatingi“ taš- 
kai, kuriuose funkcija neapibrėžta. Grafiko 


y=-2-—x?42x 


pobūdį supratome tada, kai radome to gra- 
fiko ir abscisių ašies susikirtimo taškus, t.y. 
daugianario šaknis. 

Braižant grafikus, dažniausiai būna svar- 
biausia rasti išskirtines duotajai funkcijai ar- 
gumento reikšmes ir išnagrinėti funkcijos ki- 
timą, kai argumento reikšmės yra artimos 
toms reikšmėms. Taip ištyrus, pakanka rasti 
dar keletą funkcijos reikšmių tarp tų charakte- 
ringųjų taškų, ir jau galima nubraižyti gra- 
fiką. 


Pratimai 


| 

1.3. Nubraižykite funkcijos y= = grafiką. 
Kokiuose taškuose grafikas kerta koordinačių ašis? 

Įsivaizduokite, kad koordinačių pradžios taškas 
yra pačiame lapo viduryje ir mastelio vienetu paimtas 
1 cm (apibrėžtumo dėlei laikysime, kad sąsiuvinio la- 
pas yra 16 cmx20 cm stačiakampis). Raskite koor- 
dinates taškų, kuriuose grafikas išeina už sąsiuvinio 
lapo ribų. 

1.4. Nubraižykite grafikus šių daugianarių*: 

a) y=x*-x*-2x 12; 

b) y=x3—-2x* +x O 
(atkreipkite dėmesį į tai, kad atveju b, daugianarį iš- 
skaidžius, gaunami du vienodi dauginamieji). 


E Ženklų G pažymėti tie pratimai, kurių atsaky- 
mai pateikti knygos gale (žr. p. 89). 
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Šunijos y=0f(x) galios ya gau: 
namm lá punkcija y-fíx) polio, į A - 
tempus a hoy crus Oy lujyptinu 
(kai iait, gaunamas suspaudimo) 


ya |a-4|> Hx-1) -$ E 


y = ox 4] + 2-4 - | 2] 
$ 0e99" 


18 


8 Nubraižius kokios nors funkcijos gra- 
fiką, įvairiais būdais galima lengvai nubrai- 
žyti kai kurių kitų jai „giminingų“ funkcijų 
grafikus*. 

Vienas paprasčiausių tokių būdų — vadi- 
namasis ištempimas ašies Oy kryptimi. 

Jau braižėme funkcijos 

E 
grafiką (žr. 5 pav. p. 13). 

Dabar nubraižysime funkcijos 

=== 
VE Bai 
grafiką. 

Pasirinkime kokį nors pirmojo grafiko taš- 
ką, pavyzdžiui, x=1/2, y=4/5, t.y. tašką 
M,(1/2; 4/5). Aišku, palikę ta patį x (t.y. 
x=1/2), o y padidinę tris kartus, gausime an- 
trojo grafiko tašką M,(1/2; 12/5). Jį galima 
gauti tiesiog brėžinyje (15 pav.): tuo tikslu 
taško M,(1/2; 4/5) ordinatę reikia padidinti 
tris kartus. | 

Atlikus tokią transformaciją su kiekvienu 


grafiko y= tašku, taškas M (a; b) pereis 


x+ 
į grafiko y= or tašką M' (a; 3b), o visas 
grafikas, trigubai ištemptas ašies Oy kryptimi, 


grafiku (16 pav.). 


virs funkcijos r= 


Taigi funkcijos »= —>717 grafikas yra tri- 
gubai ištemptas ašies Oy kryptimi funkcijos 
l 
J= B grafikas. 


* Tokį būdą jau minėjome 11 puslapyje, braižy- 
dami funkcijos y= SALI grafiką. Nubraižę grafiko 


dalį, atitinkančią teigiamas x reikšmes, iš karto galėjome 
nubraižyti ir dalį, atitinkančią neigiamas x reikšmes. 
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ve 5 í | 
9. Dar paprasčiau iš grafiko y = AT Bau 


namas funkciios 
l 


=- BK 


l 
Sar | len- 
teles 10 puslapyje gauti funkcijos y = ME 
lentelę, reikia tik pakeisti antrojo stulpelio 


kiekvieno skaičiaus ženklą. 
1 


rafikas. Norint iš funkcijos y = 


Tada iš grafiko y= kiekvieno taško, 


x+1 
pavyzdžiui iš taško M, kurio abscisé 2 ir ordi- 
. l ; | E 
natê 1/5, gausime grafiko y= — tas 


ką M“, kurio abscisė yra ta pati (2), o ordinatė 
priešinga (—1/5). Akivaizdu, kad taškas 
M'(2; —1/5) yra simetriškas taškui M(2; 1/5) 
ašies Ox atžvilgiu. Apskritai kiekvieną grafiko 


y= ST tašką M(a; b) atitinka grafiko 
| ; 
Var taškas M'(a; —b). 


"Taigi funkcijos y= — grafiką galima 


x2+1 


l a E sá 
EN veidrodiniu atspin- 


džiu ašies Ox atžvilgiu (17 pav.). 


gauti iš grafiko y= 


Pratimai 
1.5. Naudodamiesi funkcijos y=x*-2x8—x?*+2x 
grafiku (9 pav. p. 14), nubraižykite grafikus šių funkcijų: 


y=3xt— 6x3 — 3x + 6x, y= —x*+2x*+x7— 2x. 


r , | = 
1.6. Naudodamiesi grafiku y= aI , nubraižy- 
ke | 
kite funkcijos VE or? grafika. 
1.7. Nubraižykite grafikus*: 
a) Y=5 [x]; 
b) y=x- [x] ir y=-—2 (x-[x]); 
c) y=12x]; 
d) y=2 [x]. 


* Simbolio [x] — skaičiaus x sveikosios dalies — 
prasmė paaiškinta 7 puslapyje. 
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$ 2. Tiesinė funkcija 


1. Dabar pradėsime sistemingai nagri- 
nėti įvairių funkcijų kitimą ir braižyti jų gra- 
fikus. Su būdingais funkcijų kitimo bruožais 
ir jų grafikų ypatybėmis susipažinsime iš 
paprasčiausių pavyzdžių. Braižydami sudėtin- 
gesnius grafikus, stengsimės juose rasti jau 
žinomus elementus. 

Paprasčiausia funkcija yra y=x. Tos funk- 
cijos grafikas yra tiesė — pirmojo ir trečiojo 
koordinatinių kampų pusiaukampinė (1 pav.). 

Apskritai, kaip žinote, kiekvienos tiesi- 
nės funkcijos y=kx+b grafikas yra tam tikra 
tiesė. Atvirkščiai, kiekviena tiesė, nelygiagreti 
ašiai Oy, yra tam tikros tiesinės funkcijos gra- 
fikas. 

Tiesės padėtį visiškai nustato du jos taš- 
kai, todėl tiesinė funkcija pilnutinai apibrė- 
žiama jos reikšmėmis, atitinkančiomis dvi ar- 
gumento reikšmes. 


Pratimai 


2.1. Raskite tiesinę funkciją y=kx+b, kuri įgyja 
šitokias reikšmes: kai x= —10, y=41; kai x=6, y=9. 

2.2. Tiesė eina per taškus A (0; 0) ir B (a; c). Ras- 
kite tiesinę funkciją, kurios grafikas yra ta tiesė. | 


2.3. Per koordinačių pradžią išveskite tiesę, suda- 
rančią su ordinačių ašimi 60“ kampą. Kokios funkcijos 
grafikas yra ta tiesė? 

2.4. a) 1 lentelėje pateiktos tam tikros tiesinės 
funkcijos reikšmės. Dvi iš penkių reikšmių užrašytos 
neteisingai. Raskite jas ir ištaisykite. 

b) Tą patį padarykite 2 lentelėje. 

2.5. Raskite funkciją y=kx+b, kurios grafikas 
yra lygiagretus grafikui y=x ir eina per tašką (3; —5). 

2.6. Raskite tiesinę funkciją, kurios grafikas su 
abscisių ašimi sudaro 60º kampą ir eina per tašką 
(3; —5). 

2.7. Tiesės krypties koeficientas* lygus a, ir ji eina 
per tašką (3; —5). Raskite tiesinę funkciją, kurios grafi- 
kas yra ta tiesė. 


2. Tiesinės funkcijos būdingą savybė: 
kai x didėja tolygiai, t. y. tuo pačiu skaičiumi, 
y kinta irgi tolygiai. Išnagrinėkime, pavyzdžiui, 
funkciją y=3x—2. Sakykime, x įgyja reikšmes 
1, 3, 5, 7, ..., kurių kiekviena yra didesnė už 
prieš ją esančią tuo pačiu skaičiumi 2. Ati- 
tinkamos y reikšmės yra: 1, 7, 13, 19, ... Ma- 
tote, kad kiekviena y reikšmė yra didesnė už 
prieš ją esančią tuo pačiu skaičiumi 6. 

Skaičių seka, kuri gaunama iš kokio nors 
skaičiaus, prie jo pridedant vis tą patį skaičių, 
vadinama aritmetine progresija. Taigi minėtą 
būdingąją savybę galime išreikšti šitaip: tie- 
sinė funkcija iš vienos aritmetinės progresijos 
sudaro kitą aritmetinę progresiją (2 pav.). 
Nagrinėtame pavyzdyje funkcija y=3x—2 iš 
aritmetinės progresijos 1, 3, 5, 7, ... sudaro 
aritmetinę progresiją 1,7, 13, 19, ..., 0 2 paveiks- 
le pavaizduota kaip funkcija y=2x— 1 iš arit- 
metinės progresijos 0, 1, 2, 3, 4, ..., sudaro arit- 
metinę progresiją —1, 1, 3, 5, 7, 


Pratimai 


2.8. Sugalvokite tiesinę funkciją, kuri aritmetinę 
progresija —3, — 1, 1, 3, ... pakeistų aritmetine progre- 
sija —2, —12, —22, ... 

Kokia tiesinė funkcija antrąją progresiją pakeičia 
pirmąja? 


* Tiesės y=kx+b krypties koeficientu vadinamas 
koeficientas k. 
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2.9, Sakykime, duotos dvi aritmetinės progresijos: 
a, a+h, a+2h, ... ir c, cri, c+-21, ... Ar visada galima 
rasti tiesinę funkciją y=kx+65, kuri pirmąją progresija 
pakeistų antrąja? 

2.10. a) Tiesė y=7/l5x+1/3 eina per du taškus, 
kurių koordinatės — sveikieji skaičiai: A(10; 5) ir 
B(-20; —9). Ar toje tiesėje yra daugiau „sveikųjų 
taškų“ (t.y. taškų, kurių koordinatės — sveikieji skai- 
čiai)? 

b) Yra žinoma, kad tiesė y=kx+b eina per du 
sveikuosius taškus. Ar yra toje tiesėje daugiau sveikųjų 
taškų? 

c) Lengva nubrėžti tiesę, neinančią nė per vieną 
sveikąjį tašką. Pavyzdžiui, y=x 4 1/2. 

Ar gali kokia nors tiesė y=kx+b eiti tik per vieną 
sveikąjį tašką?* 


+ Jeigu nepavyktų atsakyti į šį klausimą, pažiū- 
rėkite 82 puslapyje 4 uždavinį. 


$ 3. Funkcija y= |x | 

I. Dabar išnagrinėsime funkciją 

y=|x|; 
Cia |x| — skaičiaus x modulis*. 

Remdamiesi modulio apibrėžimu, braižy- 
sime tos funkcijos grafiką. Kai x yra teigiami, 
lx]=x, t. y. tas grafikas sutampa su y=x gra- 
fiku ir yra spindulys, einantis iš koordinačių 
pradžios ir su abscisių ašimi sudarantis 45“ 
kampą (1 pav.). Kai x<0, |x|= —x; vadinasi, 
neigiamiems x grafikas y=|x| sutampa su ant- 
rojo koordinatinio kampo pusiaukampine (2pav.). 

Beje, grafiko antrąją puse (kai x neigiamas) 
lengva gauti iš pirmosios. Reikia tik pastebėti, 
kad funkcija y=|x| yra lyginė, nes |—-a|= al 
(žr. lyginės funkcijos apibrėžimą p. 12). Vadi- 
nasi, funkcijos y= |x| grafikas yra simetriškas 
ašies Oy atžvilgiu, ir jo antrąją pusę galima gauti 
kaip dalies su teigiamais x atspindį ordinačių 
ašies atžvilgiu. Gauname 3 paveiksle pavaiz- 
duotą grafiką. ; 


* Primename: teigiamo skaičiaus modulis lygus 
tam skaičiui (kai x>0, |x] =x); neigiamo skaičiaus 
modulis lygus jam priešingam skaičiui (kai x<0,|x | = 
= —x); nulio modulis lygus nuliui (10| =0). Jpav. 
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Lipa. 
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2. Nubraižysime funkcijos 


y=|x|+1 
grafika. 


Ta grafiką lengva nubraižyti ir betarpiškai. 
Tačiau mes jį gausime iš funkcijos y= |x| gra- 
fiko. Sudarykime funkcijos y=|x|+1 reikšmių 
lentelę ir palyginkime ją su analogiška funkcijos 
y=|x| reikšmių lentele, surašę abi greta (len- 
telės a, b). Aišku, kad, pirmojo grafiko y= |x| 
kiekvieno taško ordinatę y padidinę vienetu, 
gausime antrojo grafiko y=|x|+1 tašką. (Pa- 
vyzdžiui, iš grafiko y=|x] taško (—2; 2) gausi- 
me grafiko y=|x|+1 tašką (—2; 3), esantį 
vienetu aukščiau; 4 pav.) Vadinasi, norint gauti 
antrojo grafiko taškus, reikia kiekvieną pirmojo 
grafiko tašką pastumti per 1 į viršų, t. y. antra- 
sis grafikas gaunamas iš pirmojo, pastūmus jį 
į viršų per vienetą (žr. 4 pav.). 

Uždavinys. Nubraižykime funkcijos 


y=|x|- I 
grafiką. 

Sprendimas. Tą grafiką palyginkime su 
grafiku y=|x|. Jei taškas x=a, y=|4| yra pir- 
majame grafike, tai taškas x=a, y=|a|-1 — 
antrajame grafike. Todėl kiekvieną antrojo 
grafiko tašką (a; |a|- 1) galima gauti iš pirmojo 
grafiko taško (a; |a|), pastūmus jį žemyn per 
1 vienetą. Pastūmę visą grafiką y=|x| žemyn 
per 1, gausime ieškomąjį grafiką (5 pav.). 

Toks postūmis išilgai ašies Oy yra naudin- 
gas, braižant daugelį grafikų (žr. p. 27). 

Sakykime, reikia nubraižyti funkcijos 

+2 
= +l 


grafiką. 
Tą funkciją užrašysime šitaip: 


+ 
UM? 


| 
arba y=1+=3T-+ 


Pla) Surdaija yafaa yafika yu 
galimas y paliko y= f(a), putümu | 
A woo ox Oy pen a vety Lostâmio 


R (kai a>0, grafos Humiamaos aukityn 
Ha a koi a<0 - deman) 
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Dabar aišku, kad jos grafiką galime gauti iš 
y= 77 grafiko (žr. 5 pav. p. 13), pastūmę ji 
išilgai ašies Oy per 1 aukštyn. 

3. Dabar išnagrinėkime funkciją 

y=|x+1!. 


Tos funkcijos grafiką irgi gausime iš gra- 
fiko y=|x|. Vėl greta surašykime funkcijų 
y=|x| ir y=|x+1| lenteles (6 pav.; lentelės a, b). 
Palyginę tų funkcijų reikšmes, atitinkančias 
tą patį x, matome, kad kai kuriems x pirmojo 
grafiko ordinatė yra didesnė už antrojo, o kai 
kuriems — atvirkščiai. 

Tačiau, atidžiau pasižiūrėjus į tų dviejų len- 
telių dešiniuosius stulpelius, galima pastebėti 
jų ryšį. Būtent antroji funkcija įgyja tas pačias 
reikšmes, kaip ir pirmoji, tik vienetu anksčiau, 
esant mažesnėms x reikšmėms. (Kodėl?) Va- 
dinasi, pirmojo grafiko y=|x| kiekvieną tašką 
pastūmę per 1 į kairę, gausime antrojo grafiko 
y=|x+1] tašką; pavyzdžiui, iš taško (—1; 1) 
gauname tašką (—2; 1) (6 pav.). Todėl, grafiką 
y=|x| pastūmę išilgai abscisių ašies per 1 į kai- 
re, gausime grafiką y=|x4+1]. 

Uždavinys. Nubraižykime funkcijos 


y=|x-1! 
grafiką. 
Sprendimas. Ieškomąjį grafiką palygin- 
kime su funkcijos y=|x| grafiku. Jei taškas 4, 
kurio koordinatės (a; la|), yra grafiko y= |x] taš- 
kas, tai grafiko y=|x—1| taškas su tokia pačia 
ordinate bus 4'(a+1; laj). (Kodėl?) Ta ant- 
rojo grafiko tašką galima gauti iš pirmojo gra- 
(= jx) Postūmi Ox į dešinę. Vadinasi, ir visas grafikas y=|x— 1| 
ostumuis e . 2 waa 
y} ikaire > gaunamas iš grafiko y=|x|, pastumus jį išil- 
gai ašies Ox į dešinę per 1 (7 pav.). 
= Galima sakyti, kad funkcija y=|x— 1| įgyja 
tas pačias reikšmes, kaip ir funkcija y=|x|, 
D X tik šiek tiek véluodama (būtent per 1). 
Toks postūmis išilgai ašies Ox naudingas, 
braifant daugelį grafikų (žr. p. 30). 


Pratimai 


3.1. Nubraižykite funkcijos 
= ] 
J= 3 9x+) 
grafika. 
Nurodymas. Trupmenos 


rašykite (x— 1)º+1. 

3.2. Suformuluokite taisykles funkcijų y=f (x+5) 
ir y=f(x—3) grafikams gauti iš funkcijos y=f(x) 
grafiko. 

3.3. Nubraižykite grafikus 


y=|x|+3 ir y=| x+3). 


3.4. a) Nubraižykite grafiką y=x*-2x?+4, 

b) Parodykite, kad grafikas y=x*44x54+x3— 
—6x yra gaunamas iš grafiko y=x*-—-5x*44, pastū- 
mus jį per vienetą į kairę. 

c) Raskite lygties 


x*+4x3+x2—6x=0 


| pi 
„19549 vardiklį už- 


šaknis. 


Uždavinys. Raskime visas tiesines funk- 
cijas, kurios įgyja reikšmę y= —5, kai x=3. 

Sprendimas. Geometriškai sąlyga for- 
muluojama šitaip: raskime visas tieses, einan- 
čias per tašką (3; —5). Kiekviena tiesė (ne ver- 
tikalioji), einanti per koordinačių pradžią, 
yra tam tikros funkcijos y=kx grafikas. Tą tie- 
se pastumkime taip, kad ji eitų per tašką (3; —5), 
t. y. per 3 vienetus į dešinę ir per 5 vienetus 
žemyn (8 pav.). Po pirmojo postūmio gausime 
lygtį y=k (x—3), o po antrojo y=k (x—3)—0. 

Atsakymas. Visos tiesinės funkcijos, ku- 
rios įgyja reikšmę y= —b, kai x=3, išreiškia- 
mos formule y=k(x—3)-5; čia k — bet 
koks realusis skaičius. (Šį uždavinį palyginkite 
su 2.7 uždaviniu p. 23.) 

4. Uždavinys. Nubraižykime funkcijos 
y=|x+1|+|x—I| grafiką. 

Sprendimas. Iš pradžių viename brėži- 
nyje nubraižykime kiekvieno dėmens grafiką: 
y=|x+1| ir y=|x—1|. Ieškomojo grafiko ordi- 
natė gaunama, sudėjus dviejų nubraižytųjų gra- 
fikų ordinates, atitinkančias tą pačią argumento 


Bpav. 
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+y= f (++0) aco 


Tunki y=f(w+0j propos yu gauna- 

mos i funkcijos y=f(z) palika, postimun 
tomai valgai Uu Ox peor-Q vuney. paai 
blas todo, kad gratitas pastumiamas į 

taing, kai a>0, in grafikos pastumiamas | 
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reikšmę. Pavyzdžiui, kai x=3, pirmojo grafiko 
ordinatė y, lygi 4, antrojo grafiko ordinatė y; 
lygi 2, o grafiko y=|x+1|+!x—1! ordinaté lygi 6. 

Pabandykime gauti ieškomąjį grafiką, su- 
dėdami atitinkančias kiekvieną x reikšmę abiejų 
grafikų ordinates. Gausime 9 paveiksle pateiktą 
brėžinį. 

Matome, kad funkcijos y=|x+1|+|x- 1] 
grafikas yra laužtė, sudaryta iS trijų tiesių dalių. 
Vadinasi, kiekvienoje iš tų dalių funkcija kinta 
tiesiškai. 

Uždavinys. Užrašykite laužtės 


y=ix+1|+¡x-1! 


kiekvienos grandies lygtis. y 
Atsakymas. Kai x<-1, y=...X+..., 
kai —1<x<l, y=..., 
kai xz1, y=... 2 = 


JO pav. 


Pratimai 


3.5. Kokiuose taškuose yra funkcijos y=|x|+ 
+jx+1|+1x42| grafiko lūžiai? Raskite kiekvienos gran- 
dies lygtis. 

3.6. Funkciją, kurios grafikas pavaizduotas 10 
paveiksle, galima nusakyti šitaip: 


kai x<0, y=0, 
kai x>0, y=2x. 


Pabandykite tą funkciją išreikšti viena formule, 


3.7. Parašykite funkcijų, kurių grafikai pavaiz- 
duoti 11 ir 12 paveiksluose, formules. G 


3.8. Nubraižykite funkcijos 


y=] 3x—2 | 
grafiką. 

Nurodymas. Tą grafiką gaukite iš grafiko 
y=|x|, atlikę dvi transformacijas: postūmį išilgai ašies 
Ox ir ištempimą ašies Oy kryptimi. Norint teisingai 
nustatyti postūmio didumą, reikia x koeficientą iškelti 
už modulio ženklo: | 3x-2 |=3 | x—2/3 ]. 


5. Uždavinys. Nubraižykime grafiką 


y=|2x-1|. 


14 pav. 


U=|2x-1| 


„Kai <)0, la]= x 


(Siakolinpoji 


Sprendimas. Tą grafiką gausime iš tiesės 
y=2x—1 (13 pav.). Ten, kur tiesė eina aukščiau 
abscisių ašies, y yra teigiamas, t. y. 2x—1>0. 
Vadinasi, toje dalyje |2x—1|=2x—1, ir ieško- 
masis grafikas y=|2x—1| sutampa su grafiku 
y=2x— 1. Ten, kur 2x—1 <0 (t. y. tiesė y=2x—1 
eina žemiau ašies Ox), |2x-—1|=-—(2x-—1). 
Vadinasi, norint toje dalyje iš grafiko y=2x—1 
gauti grafiką y=|2x—1|, reikia pakeisti tiesės 
y=2x-1 kiekvieno taško ordinatės ženklą, 
t. y. tą tiesę atspindėti abscisių ašies atžvilgiu 
(14 pav.). 


Pratimas 
3.9. Turėdami grafiką 
y=xt-2—x*+2x 
(9 pav. p. 14), nubraižykite grafiką 
y=|xt-2—x1+2x 1. 


6. Uždavinys. Žinodami grafiką 


| 
Ya STT? (1) 


(15 pav.), nubraižykime grafiką 


| 
= Ea: 2) 


Sprendimas. Kai argumento reikšmės tei- 
giamos, |x|=x, todėl 
] 


1 ; 
Sara az (kai x>0). 


Vadinasi, į dešinę nuo nulio (2) grafikas 
sutampa su (1) grafiku (16 pav.). Norėdami gauti 
ieškomojo (2) grafiko kairiąją pusę, remkimės 


funkcijos y= lyginumu. Taigi kai- 


| 
x -—2|x;+2 
rioji (2) grafiko pusė gaunama iš jo dešiniosios 
pusės veidrodiniu atspindžiu ordinačių ašies 


MODULIS | 


j | 


Vo? / 
/ | / 
l || 
| / L 
į | 
| 


Nount À paliko y-f(%) gauti 
H X) mp yuofila, y=]f(x), uiua guapo y=fla) 
dalu, esancion vi abria, ož, pa- 
likti nekustas, o dalis, wancim Ze- 
+ | Hx) miau absció orin, atepindali Los 
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atžvilgiu (17 pav.). Tas pats tinka ir bendruoju 
atveju: norint iš grafiko y=f(x) gauti grafiką 
y=/ (|x|), reikia pirmojo grafiko pusę, esančią 
į dešinę nuo ordinačių ašies, veidrodiškai atspin- 
dėti ordinačių ašies atžvilgiu (žr. p. 33). 


Pratimai 

3.10. Nubraižykite grafiką y=2| x |—- 1. 

3.11. Nubraižykite grafikus: 

a) y=4—2x; b) y=¡4—2x]); 

c) y=4-2|xl; d) y=|4-2|x||. 

3.12. Raskite funkcijos 
y=1x-2 + lx + la +2 1444 | 

mažiausią reikšmę. G 


Baigdami paragrafą, siūlome išspręsti keletą 
uždavinių*. Iš pirmo žvilgsnio atrodo, kad jie 
neturi jokio ryšio su tuo, ką esame čia nagrinėję, 
bet pamatysime, kad taip nėra. 


Uždavinys 


l. Į eilę išdėstytos septynios degtukų dė- 
žutės. Pirmoje dėžutėje yra 19, antroje 9, ki- 
tose — atitinkamai 26, 8, 18, 11 ir 14 degtukų 
(18 pav.). Degtukus iš kiekvienos dėžutės ga- 
lima perdėlioti į bet kurią jai gretimą dėžutę. 
Reikia taip perdėti degtukus, kad visose dėžu- 
tėse jų būtų po lygiai. Kaip tai padaryti, perkil- 
nojus kiek galima mažiau degtukų? 

Sprendimas. Visose dėžutėse yra iš viso 
105 degtukai. Vadinasi, jei dėžutės būtų lygiai 
pripildytos, tai kiekvienoje būtų po 15 degtukų. 
Kai dėžutės išdėstytos šitaip, uždavinio spren- 
dinys yra vienintelis. Būtent, iš pirmos dėžutės 
galima perdėti į antrą Keturis degtukus. Pirmoje 
dėžutėje bus 15, o antroje 13 degtukų. Trūks- 
tamus du degtukus į antrąją dėžutę įdėkime iš 
trečios, tada trečioje liks 24 degtukai. Atlieka- 


* Šiuos uždavinius ir jų sprendimo būdus pasiū- 
lė M. Cetlinas. 


mus degtukus iš šios dėžutės perdėkime į ket- 
virtą ir t. t. 

Kiti pratimai šiek tiek sunkesni, nors juose 
keliamas tas pats klausimas, kaip ir pirmesnia- 
me uždavinyje. 


Pratimai 


3.13. Kaip ir anksčiau, tiese išdėstytos 7 dėžutės 
su degtukais, bet degtukų skaičius dėžutėse kitoks. 
Būtent, pirmoje dėžutėje yra 1 degtukas, antroje — 2, 
o kitose — atitinkamai 3, 72, 32, 20, 10 degtukų. 

3.14. Dėžutės su degtukais išdėstytos „šuniuku“ 
(19 pav.). Degtukus galima perdėlioti tik dėžutes jun- 
giančiomis linijomis (maršrutais). 

3.15. 7 dėžutės su degtukais išdėstytos apskriti- 
mu. Pirmoje dėžutėje yra 19 degtukų, antroje 9, o ki- 


tose — atitinkamai 26, 8, 18, 11, 14 degtukų (20 pav.). | 


Degtukus iš kiekvienos dėžutės galima perdėlioti į bet 
kurią jai gretimą dėžutę. Reikia taip juos perdėti, kad 
visose dėžutėse jų būtų po lygiai. 

Nurodymas. Sprendžiant šį uždavinį, jau naudin- 
ga remtis grafikais. G 


30 44 410 20 
18 pav 


1 pav. 
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$ 4. Kvadratinė funkcija 


1. Išnagrinėkime funkciją 
y=%. 


Jūs, aišku, esate braižę jos grafiką ir žinote, 
kad ta kreivė vadinama parabole. Funkcijų 
y=ax* grafikai yra gaunami iš funkcijos y=x? 
grafiko tempimu; jie irgi vadinami parabolė- 
mis*. 


Pratimas 


- 4.1. | paveiksle pavaizduota parabolė. a) Žinoma, 
kad tai yra funkcijos y=x? grafikas. Raskite mastelį 
(abiejų ašių mastelis vienodas). b) Kokį reikia parinkti 
ašių mastelio vienetą, kad ta pati kreivė būtų funkci- 
jos y=5x* grafikas? 


2. Pažiūrėkime, kaip kinta funkcijos y= x? 
reikšmės, kai argumento reikšmės kinta tuo 
pačių dydžiu, t. y. sudaro aritmetinę progresiją. 
Kad būtų paprasčiau, apsiribokime teigiamomis 
x reikšmėmis. Pavyzdžiui, sakykime, x įgyja 
reikšmes: 

|; Ž, 3, 4, e... 


* Įdomu, kad visos parabolės yra panašios viena 


į kitą (žr. p. 86, 16 d uždavinį). 


Tada y įgis reikšmes 
1, 4, 9, 16, 


Matome, kad y reikšmės jau nesudaro arit- 
metinės progresijos. 

Prie argumento ir funkcijos reikšmių lente- 
lės pridėkime dar vieną stulpelį (2 pav.). Tame 
stulpelyje užrašykime, kiek pasikeičia y reikšmė, 
kai viena x reikšmė pasikeičia kita. Pavyzdžiui, 
sakykime, argumento reikšmė pasikeičia iš 
x=2 į x=3. Tada funkcijos reikšmė y=4 pasi- 
keičia reikšme y=9. Tas pasikeitimas, arba 
funkcijos pokytis*, yra lygus funkcijos naujo- 
sios ir senosios reikšmių skirtumui, t. y. 9-4=5. 

Taigi trečiajame lentelės stulpelyje surasome 
funkcijos y=x? pokyčius. Dabar aiškiai matyti, 
jog funkcija y=x? kinta taip, kad, x didėjant, 
didėja ne tik pati funkcija, bet ir jos pokyčiai. 
Tai matyti ir iš grafiko: kreivė y=xž vis stai- 
giau ir staigiau kyla į viršų. Tuo tarpu tiesinės 
funkcijos, kuri kinta tolygiai, grafikas su ašimi 
Ox visą laiką sudaro ta pati kampą (3 pav.). 

Įdomu pastebėti, kad funkcijos y=x? po- 
kyčiai sudaro aritmetinę progresiją! Pabandy- 
kite tai įrodyti bendruoju atveju: jeigu argumen- 
to x reikšmės sudaro aritmetinę progresiją 


a, a+d, a+2d, ..., atnd, ..., 


tai kvadratinės funkcijos y=x? pokyčių atitin- 
kamos reikšmės irgi sudaro aritmetinę progresiją. 


Jeigu argumentas 7 yra laikas, o funkcija s — nuei- 
tas kelias (x pakeitėme /, o y pakeitéme s, nes taip pri- 
imta fizikoje), tai formulė s=1º aprašo tolygiai greitė- 
jantį judėjimą (pagreitis lygus 2), o formulė s=kt+b — 
tolygų judėjimą greičiu k. Tolygiai judantis kūnas per 
lygius laiko tarpus nueina lygias kelio atkarpas, t.y. 
lygius argumento pokyčius atitinka lygūs funkcijos po- 
kyčiai (tiesinė funkcija kiekvieną aritmetinę progresiją 
pakeičia aritmetine progresija). Kai judėjimas yra toly- 
giai greitėjantis, kelio atkarpos, nueitos per lygius laiko 
tarpus, tolygiai didėja. O kai funkcija yra kvadratinė 


* Funkcijos y=f(x) pokytis paprastai žymimas 
graikiška raide A (delta): Ay, arba Af (x). 


4 
31 1 
2 
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9 pav. 
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(beje, ne tik y= 43, bet ir bet kuri funkcija y= ax?+bx+c) 
lygius argumento pokyčius atitinka tolygiai didėjantys 
funkcijos pokyčiai. 


Pratimai 

4.2. Sudarykite trijų stulpelių (argumento, funkci- 
jos ir jos pokyčio reikšmių) lentelę trinariui y=x*+x-3, 
kai x reikšmės yra 1, 0, —1, —2, —3. Prie lentelės pri- 
dėkite dar vieną stulpelį ir jame surašykite dviejų greti- 
mų pokyčių skirtumus. 

Dabar sudarykite tokią pat lentelę ir kitam trina- 
riui: x?+3x+5. Palyginkite tų dviejų lentelių paskuti- 
niuosius stulpelius. Ką gautume, nagrinėdami trinarį 
y=2x*+3x+5? 

4.3. 4 paveiksle matyti, kad grafikas y=x? toly- 
gia skalę teigiamoje abscisių ašies pusėje pakeičia ordi- 
načių ašies skale O, 4;, Az, A; ir t.t., kuri nėra tolygi. 
Ta skalė padalija ordinačių ašį į atkarpas Od, 
A, As, Az As ir t.t. Įsivaizduokite, kad ordinačių ašį su- 
pjaustėte į tas atkarpas ir jas sustatėte vertikaliai vieną 
po kitos išilgai ašies Ox vienodais atstumais (atkarpų 
pagrindai — taškuose 1, 2, 3 ir t.t.) (5 pav.). Kaip išsi- 
dėstys tų atkarpų galai? Rezultatą paaiškinkite. 

4.4. Išnagrinėkite grafiką y=x3, kai x reikšmės 
teigiamos (6 pav.). Su juo padarykite tą patį, kaip ir su 
grafiku y=x? 4.3 pratime. Nupieškite, kaip šiuo at- 
veju išsidėstys atkarpų galai. Sunkesnis klausimas: 
ar galite parinkti kreivės, kurioje yra atkarpų galai, 
lygtį ? | 


Uždavinys. Nubraižykime funkcijos y= x 
grafiką, tik stambesnių masteliu: 1=2 cm 
(4 langeliai). Asyje Oy pažymėkime tašką 
F(0; 1/4). Popieriaus juostele išmatuokime at- 
stumą nuo taško F iki kokio nors parabolės 
taško M. Po to prismeikime juostelę taške M 
ir pasukime ją apie tą tašką taip, kad taptų verti- 
kali. Juostelės galas nusileis truputį Žemiau 
abscisių ašies (7 pav.). Dabar pasirinkime kitą 
parabolės tašką ir dar kartą pakartokime ma- 
tavimą. Kiek dabar nusileido už abscisių ašies 
juostelės galas? Rezultatą galime pasakyti iš 
anksto: kad ir kokį parabolės y=x* tašką pa- 
imtumėme, atstumas nuo to taško iki taško 
(0;1/4) bus didesnis už atstumą nuo to paties 
taško iki abscisių ašies visada tuo pačiu skai- 
čiumi 1/4. 


Galima sakyti kitaip: atstumas nuo kiekvie- 
no parabolės y=x* taško iki taško (0; 1/4) yra 
lygus ars ¡mui nuo to parabolės taško iki tie- 
sės p= —1/4, lygiagrečios ašiai Ox. 

Tas nuostabus taškas F (0; 1/4) vadinamas 
parabolės y=x* židiniu, o tiesė y= —1/4 — tos 
parabolės direktrise. 

Kiekviena parabolė turi direktrisę ir Židinį 
(žr. taip pat 1 pav. p. 42). 

3. Dabar išnagrinėsime 

y=xX4+px+4 
pavidalo funkcijų grafikus. 

““ Įrodysime, kad jie savo forma niekuo nesi- 
skiria nuo parabolės y=x?, tik užima kitokią 
padėtį koordinačių ašių atžvilgiu. 

Iš pradžių išnagrinėkime skaitinį pavyzdį. 
Imkime trinarį 

x*+2x 1-3. 
Išskyrę pilnąjį kvadratą, jį užrašysime šitaip: 
(x + 1} +2. 


Grafikas y=(x+1) gaunamas iš aid 
yes”, pastūmus ją išilgai ašies Ox. (Paaiškin- 
kite, kodėl kreivė y=(x + 1)? gaunama iš kreivės 
y=x?, pastūmus ją į kairę.) Grafikas y=(x + 1)? + 
+2 gaunamas iš grafiko y=(x+ 1)? visiškai pa- 
prastai (8 pav.). 

Taigi trinario x*+2x +3, t. y. funkcijos y= 
=x?+2x +3 grafikas yra gaunamas iš parabo- 
lės y=x?, pastūmus ja į kairę per | vienetą ir 
į viršų per 2 vienetus. 

Atlikus tokią transformaciją, parabolės vir- 
šūnė, buvusi taške (0; "A — koordinačių pra- 
džioje, pereina į tašką M, kurio koordinatės 
(-1; 2). 

Uždavinys. Raskime funkcijos 


y=x*+6x4-5 
mažiausią reikšmę. 
Sprendimas. Šios funkcijos mažiausia 
reikšmė yra parabolės y=x2-+6x-+5 viršūnės 


| y=x? j 
y= (x+1)% uli 
———— 


y= (xe 1) +2 = 


= x. 2x+3 


ordinatė. Norėdami nustatyti viršūnės koordi- 
nates, išskirkime pilnąjį kvadratą: x*?4+6x4+5= 
=(x+3)?—4. Dabar jau matyti, kad nagrinėja- 
moji parabolė yra gaunama iš parabolės y=x?*, 
pastūmus ją ašies Ox kryptimi per 3 vienetus į 
kairę ir ašies Oy kryptimi per 4 vienetus žemyn. 

Atsakymas. Mažiausia funkcijos reikšmė 
lygi —4. 

Dabar įrodysime, kad, pastūmus parabolę 
y=x?, galima gauti bet kurio 


p=x!+px+q 


pavidalo kvadratinio trinario grafiką. 

Tuo tikslu, kaip ir anksčiau, išskirkime pilną jį 
kvadratą, t. y. trinarį užrašykime šitaip: y= 
=(x+...)?+...; čia antrąjį dėmenį skliaustuose 
ir laisvąjį narį reikia parinkti taip, kad jie ne- 
priklausytų nuo x. 

Atskliautę narį su x pirmuoju laipsniu gau- 
sime tik dviguboje sandaugoje. Kadangi tas 
narys turi būti lygus px, tai antrasis dėmuo 

y=x*.prss , | Skliaustuose turi būti lygus p/2. Taigi turime 
"(24 Aa g 
xt+px+q=(x+%) +... =x+px+ 


pi 
tar. 


Kadangi trinario laisvasis narys turi būti lygus q, 
tai vietoj daugtaškio reikia įrašyti g—p*/4. 
Taigi trinarį y=x*+px+q galima užrašyti 
šitaip: 
y=(x+p/2* +4-p* 4. 
Matome (9 pav.), kad funkcijos 
y=x*+px+4 


grafikas yra parabolė y=x*, pastumta* per — p/2 
ašies Ox kryptimi ir per ą—p*|4 ašies Oy kryptimi. 

Tos parabolės viršūnės M abscisė xy = — p/2, 
ordinaté yu=qg-—p*/4. 


sm» A t 


8 E * Postūmis per —p/2 ašimi Ox yra postūmis į 
pav dešinę, kai —p/2>0, ir postūmis į kairę, kai —p/2<0. 


Pratimai 

4.5. Nubraižykite grafikus šių funkcijų: 

a) y=(x+2} +3; b) y=(x+2)?—3; 

c) y=(x—2)} +3; d) y=(x—2}—3. 

4.6. Parabolés y=x?+px+q viršūnė yra taškas 
(— 1; 2). Raskite p ir q. 

4. Iš grafiko y=ax* tokiu pat būdu ga- 
lima gauti bendresnio pavidalo 


y=ax]+bx+c 


kvadratinio trinario grafika. 

Išnagrinėkime pavyzdį. Imkime trinarį y= 
=> x*—3x+6. x? koeficientą iškelkime prieš 
skliaustus: 


l 
y M-3x+6= z (x3-6x4 12). 
Skliaustuose esančiame reiškinyje išskir- 


kime pilnąjį kvadratą: 
l (2-6x+12)= 7 (7-2-3x+9+3)= 
| 
= 5 ((«-3)+3). 
Taigi galutinai 
] 3 
Vo (x— 3)! + >: 


Matome, kad y= > (x— 3)? +3 grafikas yra 


gaunamas iš parabolės y=5 x*, pastumus ja 
ašimi Ox per 3 vienetus į dešinę ir ašimi Oy per 


3/2 vieneto į viršų. 


Pratimai 


4.7. Parabolę y=ax* pastumkite ašimis Ox ir Oy 
taip, kad gautumėte trinario y=ax?+bx+¢ grafiką. 

Atsakymas. Parabolė y=ax?+bx+c yra gauna- 
ma iš parabolės y=ax?, pastâmus ja Zu ašimi per 
4ac— 


b . : e — 
> ir ordinačių ašimi per 
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Įdomios parabolės savybės 

1. Kiekvienas parabolės taškas yra vienodai nutolęs nuo tam 
tikro taško, vadinamo parabolės židiniu, ir tam tikros tiesės, vadina- 
mos jos direktrise. 

2. Sukdami parabolę apie jos simetrijos ašį (pavyzdžiui, para- 
bolę y=x? apie ašį Oy), gausime labai įdomų paviršių, vadinamą su- 
kimosi paraboloidu. 

Skysčio paviršius besisukančiame inde yra sukimosi paraboloido 
formos. Tokį paviršių galite pamatyti, stipriai pamaišę šaukšteliu 
nepilną stiklinę arbatos ir ištraukę šaukštelį. 

3. Tuštumoje kampu į horizontą mestas akmuo lekia parabole. 

4, Kūgio paviršių perkirtę plokštuma, lygiagrečia kuriai nors 
jo sudaromajai, pjūvyje gausime parabolę. 


5. Kultūros parkuose kartais įrengiamas linksmas atrakcionas 
„Stebuklų paraboloidas“. Kiekvienam, stovinčiam besisukančio para- 
boloido viduje, atrodo, kad jis stovi ant grindų, o visi kiti žmonės ste- 
buklingai laikosi ant sienų*. 

6. Veidrodiniuose teleskopuose irgi pritaikomi paraboliniai 
veidrodžiai: tolimos žvaigždės šviesa, sklindanti lygiagrečiu pluoštu, 
pasiekusi teleskopą, susirenka židinyje. 

7. Prožektoriaus veidrodis dažniausiai gaminamas paraboloi- 
do formos. Šviesos šaltinį įtaisius židinyje, nuo paraboloidinio veid- 
rodžio atsispindėję spinduliai sudaro lygiagretų pluoštą. | 


* 4ir 5 punkte aprašytieji bandymai pagrįsti ta pačia paraboloido 
savybe: sukant paraboloidą atitinkamu greičiu apie jo vertikalią ašį, 
kiekviename to paraboloido taške sunkio jėga išsiskaido į įcentrinę 
jėgą ir jėgą, statmeną paraboloido paviršiui. 
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4.8. Raskite funkcijos y=2x*-4x+5 mažiausią 
reikšmę intervaluose: 

a) nuo x=0 iki x=5 (0<x<5), 

b) nuo x=—5 iki x=0 (-5<x<0). 

Nurodymas. Remkitės 4.7 pratimo rezultatu 
ir nubraizykite funkcijos  y=2x*?—4x+5 grafiką 
(10 pav). O 

4.9. Nubraižykite funkcijų grafikus, nurodę kiek- 
vienos parabolės tikslias viršūnės koordinates bei grafi- 
kų ir koordinačių ašių susikirtimo taškų koordinates: 

a) y=x—xi-1; b) y= —3x?—2x+ l; 

c) y=10x2?—10x+3; d) y=0,125x*+x4+2. 

4.10. Iš pradžių parabolę y=x? ištempkime ašies 
Oy kryptimi 2 kartus, po to pastumkime ta ašimi per 
3 vienetus žemyn. Kokios funkcijos grafiką gausime? 
Kokios funkcijos grafiką gausime, atlikę tas dvi trans- 
formacijas atvirkščia tvarka: iš pradžių parabolę y=.x? 
pastūmę per 3 vienetus žemyn, o po to gautąją kreivę 
2 kartus ištempę išilgai ašies Oy (žr. 11 pav.)? 

4.11. Per kiek vienetų reikia pastumti ašimi Ox 
parabole y=x?-3x-+2, norint gauti parabolę y=x*+ 
+x+1? 

4.12. Parabole y=x? pastumkite ašimi Ox tiek, 
kad ji eitų per tašką (3; 2). Kokios funkcijos grafiką 
gausite? (Žr. 12 pav.). 


5. Dabar panagrinėsime, ką iš funkcijos 
y=x?+px+q grafiko galima pasakyti apie 
lygties 

xž+px+4=0 


sprendimą. Tos lygties šaknys yra tokios x 
reikšmės, su kuriomis funkcijos y=x*+px+q 
reikšmė lygi nuliui. Grafike tų taškų ordinatės 
lygios nuliui, todėl jie yra abscisių ašyje. 

Iš kvadratinio trinario y=x*+px+q gra- 
fiko iš karto matyti, kad kvadratinė lygtis 
x*4+px+4=0 turi dvi realias šaknis, kai 


-4>0, 


3; bo z w $ 
V 5 „ir neturi šaknų, kai 
AZ 

X pi 


q—4<0. 


(Prisiminkite, kad parabolė y=x* stumiama Ze- 
myn, kai g— p?/4 <0, ir aukštyn, kaig—p?/4>0; 
žr. 13 pav.) 

Jei p?/4—g=0, tai kvadratinė lygtis x*+ 
+px+q=0 virsta lygtimi (x+p/2)2=0. Šis at- 
vejis ypač įdomus, todėl jį aptarsime išsamiau. 

Lygtis x-2=0 turi vieną sprendinį x=2. 
Lygtis (x—2)2=0 irgi turi tik sprendinį x=2-— 
joks kitas skaičius netenkina tos lygties. 

Tačiau pirmuoju atveju sakome, kad lygtis 
x—2=0 turi vieną šaknį, o antruoju atveju sa- 
kome, kad lygtis (x—2)?=0 turi kartotine šak- 
nį, arba dvi lygias šaknis: x,=2 ir x,=2. 

Kaip tą skirtumą paaiškinti? 

Tai padaryti galima keletu būdų. Pateiksi- 
me vieną iš jų. Truputį pakeiskime pirmąją 
lygtį: dešiniosios pusės nulį pakeiskime kokiu 
nors mažu skaičiumi. Šaknis, aišku, pasikeis, 
bet, kaip ir anksčiau, liks vienintelė: lygtį, 
kaip ir anksčiau, tenkins tik vienas skaičius. 
Pavyzdžiui, x—2=0,01, x=2,01. 

Dabar taip pat pakeiskime antrąją lygtį: 


(x—2)=0,01, x2—4x4+3,99=0. 


Gautoji lygtis turės dvi šaknis: x,=2,1 ir 
x„= 1,9. Dabar lygties (x—2)2=0,01 dešiniąją 
pusę keiskime vis mažesniais ir mažesniais skai- 
čiais. Kol dešinioji lygties pusė nebus lygi nuliui, 
lygtis turės dvi skirtingas šaknis. Mažinant de- 
šiniąją pusę, šaknys „artės“ viena prie kitos, 
nes jų reikšmės viena nuo kitos skirsis vis ma- 
žiau ir mažiau. Pagaliau, kai dešinioji pusė bus 
lygi nuliui, abi šaknys „,susilies“ į vieną — abiejų 
šaknų reikšmės bus lygios. Todėl sakoma, kad 
lygtis (x —2)*=O0 turi dvi šaknis, susiliejančias į 
vieną dvikartę šaknį. | 

Šaknų sutapimą geometriškai atitinka pa- 
rabolés y=(x—2)* ir ašies Ox lietimasis. 

Dabar geometriškai išnagrinėkime kvadra- 
tinį trinarį bendruoju atveju. Iš pradžių tarkime, 
kad laisvasis narys q yra mažesnis už p?/4 (t.y. 
q—p?]4 <0), taigi parabolė y=x*+px+q turi 
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du susikirtimo su abscisiy ašimi taškus (14 pav.). 


Didinkime laisvąjį narį: iš pradžių parabolė, 
kildama aukštyn, vis dar turės du susikirtimo 
su abscisių ašimi taškus (tada lygtis xº + px + q=0 
turės dvi skirtingas šaknis), po to tam tikru mo- 
mentu tie susikirtimo taškai (kai q— p*/4 =0) su- 
silies į vieną. Tuo momentu parabolė y=x?+ 
+px+4=(x+p/2)* liečia ašį, o lygtis x? + px + 
+p?/4=0 turi vieną dvikartę šaknį. Toliau di- 
dinant laisvąjį narį, parabolė nebekirs ašies 
Ox, ir lygtis x?+ px + q=0 neturės realiųjų šaknų. 

Uždavinys. Raskime parabole y=ax*+ 
+bx+c, kuri ašį Ox kerta taškuose x=3 ir 
x=-5, o ašį Oy — taške y=30. 

Sprendimas. Tą parabolę apibrėžianti 
kvadratinė funkcija yra 


y =4 (x— 3) (x +5) 
pavidalo. 
Susikirtimo su ašimi Oy tašką gausime, kai 
x=0. Vadinasi, kai x=0, ieškomoji funkcija 
turi būti lygi 30. Gauname 


a(-3)(+5) =30; iš čia a= — 2. 
Atsakymas. Parabolė y= —2x?—4x4+30. 


Pratimai 


4.13. a) Raskite 
x +px+a 

pavidalo kvadratinį trinarį, kurio grafikas kerta absci- 
sių ašį taškuose x=2 ir x=5. 

b) Raskite 

y=xP4px*4 qx +r 

pavidalo kubinį daugianarį, jei žinoma, kad jo grafi- 
kas kerta abscisių ašį taškuose x=1, x=2 ir x=3. 

c) Gal galite sugalvoti daugianarį, kurio grafikas 
ašį Ox kirstų 101 taške: x,= — 50, x= — 49, x;= — 48, ..., 
X101 507? 

Koks mažiausias tokių daugianarių laipsnis? 

4.14. Trinaris —x*+6x—9 turi dvi vienodas šak- 
nis: 

a) pakeiskite laisvąjį narį per 0,01 taip, kad gauta- 
sis trinaris turėtų dvi skirtingas šaknis; 


b) ar galima gauti tą patį rezultatą, pakeitus per 
0,01 tik x koeficientą? 

4.15. 15 pav., 1 ir 2 pavaizduoti kvadratinių tri- 
narių y=x*+px+q grafikai. Raskite p ir g. Nubraižy- 
kite 2 grafiką, pasirinkę trinkamesnį mastelį ir ašių 
padėtį. 

4.16. 16 pav., /, 2 ir 3 pavaizduoti kvadratinių 
trinarių y=ax?*+bx+c grafikai. Raskite a, b ir c. 


Uždavinys. a) Išspręskime nelygybę 
x—- 9x+4>0. 


Sprendimas. 17 paveiksle matyti, kad 
funkcija p=x*—0x+4 yra teigiama dviejuose 
intervaluose: kai x mažesnis kaip 1 ir kai x 
didesnis kaip 4. 

Atsakymas. x<l ir x>4. 

b) ISspreskime nelygybę 


x-1<jx*-5x4+4|. 


Sprendimas. Nubraižykime viename brė- 
žinyje kairėje ir dešinėje pusėje esančių funk- 
cijų, t.y. funkcijų y=x—1 ir y=|xž—5x+4į 
grafikus. 18 paveiksle matyti, kad tiesė 
y=x—1l ir grafikas y=|xž—-5x+4| turi tris 
bendrus taškus: A (x1; Vi), B (a; Yo) ir C (x3; 
Ya). Salygax— 1 < |x? — 5x +4] išpiidyta trijuose in- 
tervaluose: x<Xy, X, <X<X;, X >x,3. Reikšmes x; 
ir x, randame iš lygties x—1=x?*—5x+4, o reikš- 
me x, randame iš lygties x — L = — (x? —bx + 4). 

Atsakymas. x<l, l<x<3 ir x>5, t. y. 
visi x, išskyrus x=1 ir 3<x<0. 


Pratimai 


4.17. Remdamiesi pirmesnio uždavinio sprendimo 
rezultatu, užrašykite nelygybių 


x—1>]x2-5x+4|, 


x—1>/x2-5x+4 | 
atsakymus. 
4.18. Raskite funkcijos y=x*-—5|x|—-4 didžiau- 
sią reikšmę intervale nuo —2 iki 2. 


6. Grafika y=x* galima nubraižyti, „keliant 
kvadratu“ grafiką y=x, t.y. mintyse keliant 
kvadratu kiekvienos ordinatės reikšmę (19 pav.). 


k Li 


x? -5x 
Saknys X, 1 t Xə = 


9prendingo 444,324 
17 pav. 
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Pratimai 
4.19. Nubraižytas grafikas (20 pav.) 
y=x-1. 
Tame pačiame brėžinyje nubraižykite grafiką 
y=(x-1). 
4.20. Nubraižytas grafikas (21 pav.) 
y=f (x) 
Tame pačiame brėžinyje nubraižykite grafiką 
y=(/ (0). 
4.21. Pasinaudoję grafiku 
y=x (x+1) (x—1) (x— 2) 


(žr. 9 pav. p. 14), nubraižykite grafiką 
y=x*(x+1)? (x—1)* (x — 2)2. 
4.22. Nubraižykite grafikus: 
a) y=]; B) y=(x—[x]?. 


21 pav. 


$ 5. Trupmeninė tiesinė funkcija 


l. 1 paveiksle pavaizduotas toks funkcijos 
y=— „grafikas“, kokį dažnai braižo neigude 
braižyti grafikus Žmonės. Jie samprotauja ši- 
taip: „Kai x=1, y=1. Kaix=2, y=1/2. Kai 
x=3, y=1/3. Kaix=-—1,y=-—1l. Kaix=0, ...? 

ona ] Si ; 
Neaišku... Ką reiškia g — nežinoma, todėl 
x=0 praleisime...“ 

Iš ankstesnio teksto jau žinote, kad taip 
braižyti grafikų negalima. Norėdami įsivaizduoti 
tikrąją padėtį, iš pradžių atkreipsime dėmesį į 
tai, kad kai x=0, funkcija neapibrėžta. Tokiais 5 
atvejais idomu, kaip funkcija kinta palei tą ” 
tašką. Kai x, moduliui mažėjant, artėja prie O, tai Tu 
y modulis pasidaro kiek norima didelis. Be to, ¡Ty 


teigiamas. Todėl, artėjant prie nulio iš dešinės, fr 
grafikas kyla aukstyn (2 pav., a). Jeigu x artéja 
prie nulio iš kairės (x<0), tai y būna neigiamas, 
todėl iš kairės grafikas leidžiasi žemyn (2 pav., b). 


2 pax, al 


Dabar aišku, kad palei ,,uždraustąją“ reikš- 
me x=0 grafikas, sutrūkęs į dvi šakas, išsiskiria 
išilgai ašies Oy: dešinioji šaka eina aukštyn, Kai- 
rioji — žemyn (3 pav.). 

Dabar išnagrinėsime, kaip kinta funkcija, 
kai x modulis didėja. Iš pradžių imkime dešinę 
šaką, t. y. reikšmes x>0. Kai x reikšmės tei- 
giamos, funkcijos reikšmės irgi teigiamos. Va- 
dinasi, visa dešinioji šaka yra virš abscisių ašies. 
Kai x didėja, trupmena |/x mažėja. Todėl, ju- 
dant nuo nulio į dešinę, kreivė y= 1/x leidžiasi 
vis žemiau ir Žemiau, ir ji gali kiek norima pri- 
artėti prie ašies Ox (4 pav., a). Analogišką vaiz- 
da gauname ir kai x<0 (4 pav., b). 

Taigi, x moduliui neribotai didėjant, funk- 
cijos y= 1/x modulis neribotai mažėja ir abi gra- 
fiko šakos artėja prie abscisių ašies: dešinioji — 
iš viršaus, kairioji — iš apačios (5 pav.). 

Kreivė, kuri yra funkcijos y= l/x grafikas, 
vadinama Aiperbole. Tiesės, prie kurių artėja 
hiperbolės šakos, vadinamos jos asimptotêmis. 

2. Grafiką y=1/x galima nubraižyti šiek 
tiek kitaip. 

Nubraižykime funkcijos y=x grafiką (6 pav., 
a). Kiekvieną ordinatę pakeiskime jai atvirkš- 
čių dydžiu ir atitinkamus taškus pažymėkime 6 
paveiksle, b. Gausime grafiką y= 1 /x. 

Paveiksle akivaizdžiai parodyta, kaip pir- 
mojo grafiko mažos ordinatės virsta antrojo 
grafiko didelėmis ordinatėmis, ir atvirkščiai, 
pirmojo grafiko didelės ordinatės — antrojo 
grafiko mažomis ordinatėmis. 

Toks grafikų „dalijimo“ būdas naudingas 


Ck) tada, kai mokame braižyti grafiką y=/ (x), 
a oreikia nubraižyti funkcijos =>, grafiką 
tato f (x) 
"a (Zr. 52-53 p.) 


AE A 


5.1. Turėdami grafiką y=x?, nubraižykite grafiką 
h par. b “99 = (Sprendimas pateiktas 7 pav.) 


5.2. Nubraižykite grafikus: 


== 
IZ p 
WA A 

D VE ED 3 
(Pamatysite, kad tie du grafikai yra labai skirtingi.) 

8.3. Turėdami funkcijų y= [x] (Zr. p. 8) ir y=x— Di 
grafikus, nubraizykite grafikus: ; 

į | 
a) y= zzy; byo. 
Y [x] x— [x] 

3. Kreivés, kurias braiZysite, spręsdami 
tolesnius pratimus, gaunamos iš hiperbolés 
y=1/x jau žinomomis transformacijomis. Visos 
jos irgi vadinamos hiperbolėmis. 


Pratimai 


5.4. Nubraižykite grafikus šių funkcijų: 
| | 

ds = +1. 
x+1 c) y x-2 id 
Nurodykite kiekvienos tu hiperboliu asimptotes. 

5.5. a) Įrodykite, kad tiesės y=x ir y=-—x yra 
hiperbolės y= | ix simetrijos ašys. 

b) Ar turi simetrijos ašį grafiko y=1/x* dešinioji 
Saka? O | 

5.5. Turėdami grafiką y=l/x, nubraižykite gra- 
fika y=4/x. Ar ta kreivė turi simetrijos asi? 


a) y=> +l; bye 
X 


Funkcijų 
b o e 
y= g (Čia c#0 ir d#0) 


ai nem Į a 
grafikai yra gaunam! iš grafiko y=, pastūmus 


jį ašimi Ox ir ištempus ašies Oy kryptimi. No- 
rint teisingai nustatyti postūmio didumą, rei- 
kia trupmenos skaitiklį ir vardiklį padalyti iš 
c, t. y. 18 x koeficiento: 


OE a žo O 
cxtd idi 


MB Nubraižykime > y= 
Sa grafiką. 
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Įdomios hiperbolés savybės 
l. Hiperbolė yra aibė visų taškų M, kurių atstumų nuo dviejų 


duotujy taškų F, ir F» vadinamų židiniais, skirtumo modulis lygus 
duotajam skaičiui. 


2. Iš toli į Saulės sistemą įskriejusi kometa arba meteoritas juda 
hiperbolės šaka. Židinys yra Saulė. Viena asimptotė* yra kryptis, kuria 
kometa įlekia į Saulės sistemą, kita — kryptis, kuria iš jos išlekia. 

3. Bombarduojant atomo branduolį, x dalelė, pralekianti pro 


branduolį, skrieja hiperbole. 


* Kiekviena hiperbolė turi dvi asimptotes. Hiperbolių, kurios yra 
trupmeninių. tiesinių funkcijų y=(ex+b)/(cx + 4) grafikai, asimptotes 
yra statmenos viena kitai. Kitų hiperbolių asimptotes sudaro kitokius 
kampus. 
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4. Sukant hiperbolę apie jos simetrijos ašį, nekertančią šakų, 
gaunamas paviršius, vadinamas vienašakiu hiperboloidu. Tas pavir- 
šius pasižymi nuostabia savybe: jis „išaustas“ iš tiesių. Maskvos te- 
lecentro ažūrinis stiebas sudarytas iš tokių hiperboloidų „gabalų“, 
kurie pagaminti iš tiesių plieninių strypų. 

5. Sukant hiperbolę apie simetrijos ašį, gaunamas iš dviejų ,.ga- 
balų“ sudarytas paviršius — dvišakis hiperboloidas. Jį turėjo galvoje 
A. Tolstojus savo romane „Inžinieriaus Garino hiperboloidas“. Beje, 
spindulius surenka į lygiagretų pluoštą iš tikrųjų ne hiperboloidas, bet 
paraboloidas. Todėl teisingiau būtų knygą vadinti „Inžinieriaus Ga- 
rino paraboloidas“. 

6. Begalinį kūgį tam tikru būdu perkirtus plokštuma, pjūvyje 
gaunama hiperbolė. Tuo galite įsitikinti, paėmę lempą su apvaliu gaub- 
tu. Lempa apšviečia sienos dalį, apribotą hiperbolės gabalu. 


(T espa 


A 
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Sprendimas. Turime 
| 


| 
2 3 2 
x+3 9 x+— 


Atsakymas. Funkcijos y= grafikas 


gaunamas iš funkcijos y— 1/x grafiko, pastumus 
jį ašimi Ox per (— 2/3)* ir trigubai suspaudus 
ašies Oy kryptimi (8 pav.). 


Pratimas 


1 
5.7. Nubraižykite funkcijos q grafiką. 


Nurodymas. Trupmeną 2 perdirbkite, kaip 


buvo parodyta anksčiau: skaitiklį ir vardikli padaly- 
kite iš x koeficiento, t.y. iš (— I). Gausite 


ED | 
= 
4. Funkcijų 
_ Sax+b 
V kd" 


vadinamų trupmeninėmis tiesinėmis, grafikai 
yra tokios pat formos, kaip ir funkcijos y= 1/x 
grafikas. Aišku, laikome c+0 (kitaip gautume 


tiesinę funkciją y=5x+ 2) ir ale #bļd, t. y. 


skaitiklis nėra vardiklio kartotinis ( kaip funk- 
4x-+6 
2x +3 
Įrodysime tai. Iš pradžių išnagrinėkime pa- 


cijos y=. ), nes tada funkcija būtų pastovi. 
; dx + 1 AS : 
vyzdį: y= 33. Išskirkime trupmenos svei- 


kąją dalį, skaitiklį dalydami iš vardiklio (9 pav.). 
Gausime 


Dabar matyti, kad tos funkcijos grafikas yra 
gaunamas iš grafiko y= 1/x, pastumus jį per 3 


* Ne per —2, ką neapgalvotai sako mokiniai! 


vienetus į dešinę, ištempus ašies Oy kryptimi 7 
kartus ir pastūmus per 2 vienetus į viršų. 
Analogiškai, išskyrus ,,sveikąją dalį“, ga- 
, ra AI „ax+b 
lima užrašyti kiekvieną trupmeną y= para 
Vadinasi, visų trupmeniniy tiesinių funkcijų 


y= = grafikai yra hiperbolės (įvairiai pa- 
stumtos išilgai koordinačių ašių ir ištemptos 
ašies Oy kryptimi). 

Pastaba. Norint nubraižyti kokios nors 
trupmeninės tiesinės funkcijos grafiką, nebūtina 
perdirbti tą funkciją apibrėžiančią trupmeną. 
Kadangi žinome, jog grafikas yra hiperbolė, 
tai pakanka rasti tieses, prie kurių artėja jos 
šakos (hiperbolės asimptotes), ir dar keletą taš- 


kų 


Pavyzdys. Nubraižysime funkcijos 


845 
— 2x+2 


grafiką. 
Iš pradžių rasime tos hiperbolės asimptotes. 


Funkcija neapibrėžta ten, kur 2x+2=0, t. y. | 


x= — 1 (10 pav.). Vadinasi, vertikalioji asimp- 
totė yra tiesė x=-—], 

Norėdami rasti horizontaliąją asimptotę, 
pažiūrėkime, prie ko artėja funkcijos reikšmės, 
kai argumento modulis didėja. Kai x reikšmės 
(ju Moduliai) yra didelės, 


— —— mg T — > 


Vadinasi, horizontalioji asimptotė yra tiesė 
y=3/2. 

Rasime hiperbolės ir koordinačių ašių susi- 
kirtimo taškus. Kai x=0, y=5/2. Funkcija lygi 
nuliui, kai 3x+5=0, t. y. kai x= —5/3. 

Pažymėję brėžinyje taškus (—5/3; 0) ir (0; 
5/2), braižome grafiką (11 pav.). 


ua, 
cia 


LLR 
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Pratimai 
5.8. Nubraižykite grafikus šių funkcijų: 
3+x 2x+1 | 


| | 
Aria „AC 


Es 

e he 
ANI 

Iš 


Las TR LA 


5.9. 12 paveiksle, a ir b pavaizduoti trupmeninių 
tiesinių funkcijų 
_Px+q 
r= x+r 


grafikai. Raskite tas funkcijas (t. y. nustatykite p, q, r). 
Uždavinys. Kiek sprendinių turi lygtis 


x 
l—x 


=x+4x+2? 


Sprendimas. Viename brézinyje nubrai- 
žykime funkcijų 
X 
l—x 


ir p=x?4+4x+2 


YA 


grafikus. | 

13 paveiksle matome dų tų grafikų susikir- 
timo taškus. Aišku, yra ir trečiasis taškas, nes 
parabolė kerta hiperbolės asimptotę. Grafikų 
susikirtimo taškų abscisės yra lygties sprendi- 
niai. 

Atsakymas. Lygtis turi tris sprendinius. 


y 


Vi 


SA 
27 


AN 
L 


$ 6. Laipsninės funkcijos 


l. Laipsninėmis vadinamos y=x"7 pavida- q 
lo funkcijos. Laipsninių funkcijų, kurių rodik- 
liai yra pirmieji du natūriniai skaičiai (n=l ir 
n=2), grafikus jau braižėme. Kai n= |, gauname 
funkciją y=x, kurios grafikas — tiesė (1 pav., a). 
Kai n=2, gauname funkciją y=xº, kurios gra- 
fikas — parabolė (l pav., b). 

Funkcijos y=x? (n=3) grafikas irgi va- 
dinamas parabole — trečios eilės parabole, arba 
kubine parabole. Kai argumento reikšmės yra 
teigiamos, kubinė parabolė y=xº panaši į ant- 
ros eilės parabolę y=x?. Iš tikrųjų, kai x=0, 
funkcija y=x* lygi nuliui, o funkcija p=xº irgi 
lygi nuliui — abu grafikai eina per koordina- 
čių pradžią; kai x=1, x? reikšmė lygi 1 ir x? 
reikšmė lygi | — abu grafikai eina per tašką 
(1; 1). 

x didėjant (kai x teigiamas), didėja ir funk- 
cijos y=x?, ir funkcijos y=x3 reikšmės; kubinė 
parabolė, kaip ir parabolė y=x*, į dešinę nuo 
koordinačių pradžios visą laiką kyla aukštyn 
(2 pav.). 1 pav. 
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Kai x reikšmės yra neigiamos, kreivė y=x3 
eina kitaip, negu y=x*: kai x yra neigiami, x? 
reikšmės irgi neigiamos, todėl kreivė eina Ze- 
myn (žr. 2 pav.). Taigi visa kubinė parabolė 
nepanaši į kvadratinę. 

Grafiko y=x3 kairiąją pusę galima gauti iš 
dešiniosios, remiantis simetrija, tiesa, kitokia, 
negu nagrinétoji 11-12 puslapiuose. 

Parinkime kokį nors grafiko y=x* deši- 
niosios pusės tašką M (3 pav.). Jei a yra to taško 
abscisé, tai jo ordinaté b lygi a, Dabar raskime 
grafiko tašką, atitinkantį priešingą abscisės 
reikšmę, x= —a. To taško ordinatė lygi (— a), 
t. y. —aš, arba —b. Taigi kiekvienam grafiko 
y=x3 dešiniosios pusės taškui M (a; b) jo kai- 
riojoje pusėje rasime tašką M'((-a; —b). 

Akivaizdu (žr. 3 pav.), kad taškas M' yra 
simetriškas taškui M koordinačių pradžios 
atžvilgiu. Vadinasi, visą kairiąją grafiko pusę 
galima gauti iš dešiniosios, ją simetriškai at- 
spindėjus koordinačių pradžios atžvilgiu. 

Uždavinys. Įrodykime, kad funkcijos 
y=1]x grafikas yra simetriškas koordinačių 
pradžios atžvilgiu. 

Sprendimas. Išnagrinėkime kreivės y= 
= 1/xš du taškus, kurių abscisės yra x=a ir 
x= —a. Pirmojo taško ordinatė lygi 1/aš, o 
antrojo taško ordinatė lygi 1/(—a)3= - Jd. 

Vadinasi, kiekvienam kreivės taškui 
M(a; 1/a?) rasime toje pačioje 'kreivėje tašką 
M,;(—a; — 1/aº), simetrišką pirmajam koordina- 
čių pradžios atžvilgiu. Taigi visa kreivė y= 1 /xš 
yra simetriška koordinačių pradžios atžvilgiu. 


Pratimai 


6.1. Kurių funkcijų grafikai turi simetrijos centrą 
ir kurių — simetrijos ašį: l 


y=x, y=x, yen, =x"? 


y = (x)-(x*)= x? 


6.2. Kurios funkcijos yra lyginės ir kurios — nely- 
ginės*: 


x 
y= ixl; y=| x? | +x, "i ; 


y=ix—x |; y=(2x+1)4+(2x—1); 
| | 


= ———————=— 3 ys l; 
á |2x—x*|  ¡2x+x?] HE 
i l 
y=(4+1); E 
x+ | 
x+ 
x 


y=(3— x) — (3 1x)". 


2. Dabar išnagrinėsime, kuo skiriasi funk- 
cijų y=x* ir y=x* grafikai, kai x reikšmės yra 
teigiamos. Tuo tikslu xë užrašysime kaip x*- x 
ir y=x* grafiką gausime, ,,padauginç“ y=x? 
grafiką iš y=x grafiko (4 pav.). 

Kai x=], x? reikšmė lygi x? reikšmei: taš- 
kas (1; 1) — bendras abiem grafikams. Dabar 
eisime į dešinę ir į kairę nuo to taško. 

Į dešinę nuo taško (1; 1) funkcijos y=x* 
reikšmės yra gaunamos iš funkcijos y=x* reikš- 
mių, jas padauginus iš skaičių, didesnių už 
vienetą. Todėl, kai x>1, x? reikšmės yra di- 
desnės už x? reikšmes — į dešinę nuo taško 
(1; 1) kubinė parabolė y=x* eina aukščiau pa- 
rabolės y=x?, vis daugiau ir daugiau ją aplenk- 
dama (nes x? tenka dauginti vis iš didesnių ir 
didesnių skaičių). 

Einant nuo taško (1; 1) į kairę ir artėjant 
prie x=0, x? reikšmės gaunamos iš x? reikšmių, 
jas padauginus iš skaičių, mažesnių už vienetą. 
Todėl į kairę nuo taško (1; 1) kubinė parabolė 
yra žemiau parabolės y=x2, koordinačių pra- 
dZioje labiau prigludusi prie abscisių ašies 
(5 pav.). 


* Lyginės funkcijos apibrėžimą žr. p. 12, nely- 
ginės funkcijos apibrėžimą — p. 61. 


NUBRAIA SIM 
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Pratimai 


6.3. Kokia turi būti x reikšmė, kad x° reikšmė : 
būtų 100 kartų didesnė už x? reikšmę? Kiek tuo atveju | 
kubinė parabolė bus aukščiau už kvadratinę? Ar ' 
yra tokia x reikšmė, kad kubinė parabolė pakiltų aukš- 
čiau už kvadratinę per 100 vienetų, per 1 000 000 vie- 
netų? 

6.4. Jeigu pieštuku nubrėžtos linijos storis Lygus f 
0,1 mm, o mastelio vienetas lygus 1 cm, tai ties reikš- 34 
me x=0,! parabolė y=x? iš akies atrodo susiliejusi y 6 
su ašimi Ox. Kiek kartų arčiau ašies Ox tokiu atveju pav. 
yra kubinė parabolė? 


3. Kai xš gauname iš x?, jį padauginę 15 x, 
matome, kiek kartų y=x* ordinatė didesnė 
(arba mažesnė) už y=x* ordinate. Dabar pasi- 
stengsime vaizdžiai parodyti, kiek funkcijos 
y=x3 reikšmės yra didesnės (arba mažesnės) už 
y=x* reikšmes. Tuo tikslu nubraižykime funk- 
cijos y=x3—x? grafiką. Jo ordinates galima gauti 
iš grafiko y=xº ordinačių, atėmus grafiko y= 
=x? ordinates (6 pav.). 

Kai x=0, x* ir x? taip pat lygūs nuliui, va- 
dinasi, funkcijos y=x3—x? grafikas eina per 
koordinačių pradžią. Į kairę nuo koordinačių 
pradžios iš neigiamo x atimamas teigiamas x?; 
skirtumas x3—x? yra neigiamas, taigi grafikas 
y=x*-—x* eina žemiau ašies Ox (dargi žemiau, 
negu grafikas y=xº; žr. 7 pav.). 

Į dešinę nuo koordinačių pradžios yra su- 
dėtingiau: abi funkcijos yra teigiamos, todėl 
rezultatas priklauso nuo to, Kuris didesnis: 
x3 ar x? modulis. Iš pradžių x? didesnis už x?, 
todėl kreivė y=xº —x*? netoli koordinačių pra- 
džios yra žemiau ašies Ox (8 pav.). Palaipsniui 
x3 pradeda didėti vis sparčiau ir, kai x=1, 
pasiveja funkciją y=x?. Todėl kreivė p=x*—x? 
kažkur tarp x=0 ir x=1 pradeda kilti ir ties 
x=1 kerta abscisių ašį (9 pav.). 

Toliau funkcijos y=x*—x? reikšmės didėja, 
grafikas kyla į viršų. Kai x reikšmės taip padi- 
dėja, kad x? lieka mažas, lyginant su x, nagri- 
nėjamas grafikas savo forma beveik nesiskiria 
nuo grafiko y=x (10 pav.). 
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Pratimai 


6.5. Tiriant funkcijos y=x*?—.x? reikšmes, galima 
apytiksliai nustatyti, nuo kokios x reikšmės y pradeda 
didėti. Pabandykite rasti tą reikšmę kad ir 0,1 tikslu- 
mu (t.y. su vienu ženklu po kablelio). Vėliau tą reikšmę 
galėsime rasti ir tiksliai. Kaip tik čia ir yra grafiko 
sidubos“ žemiausias taškas. 

6.6. Išspręskite nelygybes: 


x —Axž>0, X* — x? < 0. 


Dabar palyginsime funkcijų y=x* ir y=cx; 
kitimą ir nubraižysime funkcijos y=x?— cx? 
grafiką. Iš pradžių parinkime mažą c reikšmę, 
pavyzdžiui, c=0,3. Grafiko forma priklauso 
nuo to, kaip vienas kito atžvilgiu yra išsidėstę 
grafikai y=x? ir y=0,3x?. 11 paveiksle lengva 
suprasti, kad gana lengva nubraižyti grafiko 
dalį, tolimą nuo koordinačių pradžios (kur x 
reikšmių modulis yra didelis). Vienok paveiks- 
le sunku įžiūrėti, kaip grafikai y=x* ir y=0,3x* 
yra išsidėstę prie koordinačių pradžios, kuri iš 
tų parabolių yra žemiau, o nuo to priklauso, 
ar grafike y=xº-0,3x? yra įduba, ar ne. 

Norėdami tai patikslinti, išspręskime ne- 
lygybę 

xš>0,3x*, 
arba 
x? (x—0,3)>0. 


Dabar aišku, kad palei koordinačių pradžios 
tašką, kai x teigiami, bet mažesni kaip 0,3, 
kubinė parabolė yra žemiau už parabolę y= 
=0,3x? (žr. 12 pav., a). Taigi jau galime nubrai- 
žyti (padidintą) anksčiau neaiškią 11 paveikslo 
vietą ir skirtumo y=x*—0,3x* grafiką. 

Tame grafike, kaip ir grafike y=x?—x?, 
bus įduba, bet siauresnė (12 pav., b). 


Pratimai 


6.7. Raskite funkcijų 

a) y=x?*—0,01 x*: b) y=x3— 1000 x? 
grafikų įdubos plotį. 

6.8. Ar grafikas y=x3 + 0,001x* turi įdubą? 

6.9. Nurodykite, nuo kurios x reikšmės para- 
bolė y=x3 bus aukščiau parabolės y=50x?; aukščiau 
parabolės y=10 000 x*, 


Išsprendę tuos pratimus, suprasite, kad funk- 
cijų p=x*—cx* grafikai visiems c>0 yra vie- 
nodo pobūdžio, vienodos formos: į kairę nuo 
koordinačių pradžios grafikas eina žemyn, 
koordinačių pradžioje liečia abscisių ašį, to- 
liau vėl suka Žemyn, po to aukštyn; grafiko 
įduba yra tuo didesnė, kuo didesnis c (13 pav., a). 

Laipsniškai mažinant c, įduba laipsniškai 
seklės ir galų gale, kai c bus lygus nuliui, visiš- 
kai išnyks, ir grafikas virs kubine parabole 
y=x3 (13 pav., b). 

4. Dabar galima padaryti bendrą išvadą 
apie tai, kaip kinta funkcija y=x3, lyginant su 
bet kuria funkcija y=cx*, kai x reikšmės yra 
teigiamos. Kai x artimas nuliui, funkcijos y=xº 
reikšmės yra mažesnės už bet kurios funkcijos 
y=cx* reikšmes, netgi jei koeficientas c yra labai 
mažas. Kai x didelis, priešingai, funkcijos y=x3 
reikšmės yra didesnės už bet kurios funkcijos 
y=cx? reikšmes, netgi jei koeficientas c labai 
didelis. 

Galima sakyti ir kitaip: trečios eilės parabolė 
koordinačių pradžioje yra taip arti abscisių 
ašies, kad tarp parabolės ir ašies negali eiti ne 
tik jokia tiesė, bet ir jokia parabolė y=cx?, 
kad ir koks mažas būtų koeficientas c. Atvirkš- 
čiai, didinant x, parabolė y=x* galų gale ,,ap- 
lenkia“ bet kurią parabolę y=cx?, kad ir koks 
būtų koeficientas c (net labai didelis). 


Pratimai 
6.10. Nubraižykite grafikus šių funkcijų: 
y==x; y=|x); 
yele; y=(2+x); 
y=(2-x)º, y=x +32 + 3x. 


6.11. 14 paveiksle pavaizduotos parabolės y= 5x? 
ir y=x?. Kadangi mastelis smulkus, tai grafikų tarpu- 
savio padėtis arti nulio neaiški. 

Pažiūrėkite į tą brėžinį per „mikroskopą“ ir nubrai- 
žykite, ką pamatysite; sriti, pažymėtą mažu skrituliu- 
ku, nubraižykite didesniu masteliu. 
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15 pav. 


6.12. Įrodykite, kad funkcijos 
yp=x+ax t+bx+c 
grafikas turi simetrijos centra. 


5. Funkcijų y=x", kai n>3, nenagrinėsi- 
me taip išsamiai, kaip y=xš*. Tų funkcijų gra- 
fikai savo forma primena arba parabolę y=x? 
(kai n — lyginis), arba parabolę y=xº (kai 
n — nelyginis). 

Aišku, funkcija y=x*, kai x reikšmių mo- 
dulis yra didelis, didėja dar sparčiau, negu y=x3, 
o funkcija y=x* — sparčiau, negu y=x4. Ap- 
skritai, kuo didesnis n, tuo sparčiau didėja 
laipsninė funkcija y=x", kai x reikšmės yra di- 
delės (15 pav.). 

Kai x artėja prie nulio, visų laipsninių funk- 
cijų y=x" reikšmės irgi artėja prie nulio, be to, 
tuo sparčiau, kuo didesnis n. Visų laipsninių 
funkcijų y=x" (pradedant n=2) grafikai koordi- 
načių pradžioje liečia abscisių ašį, prie jos pri- 
glusdami tuo labiau, kuo didesnis n (16 pav.). 


Kai n didelis, nubraižyti funkcijos y=x" grafiką, 
laikantis mastelio, praktiškai neįmanoma. Beveik vi- 
same intervale nuo O iki 1 funkcijos reikšmės bus labai 
mažos ir grafikas y= x" susilies su ašimi Ox. Mažame 
tarpe palei x=1 funkcija padidėja iki 1 ir po to taip 
sparčiai auga, kad grafikas nebetelpa bet kokio popie- 
riaus lape*. Imkime, pavyzdžiui, n= 100. Pabandykime 
nubraižyti grafiką y=x!% , pradėdami nuo x=1. Kai 
x=2, gausime y=219º, Tai labai daug! Imkime x=1,1. 
Tada y=(l,1)%, Tai vis dar didžiulis skaičius. Iš 
tikrųjų (1,1): =((1,1)°)?. Dabar remkimés nelygybe 
(l+&)}>1+nxæ (ji teisinga, kai «a>0)**. Gausime 
(1,1)'9>14+10 -0,1=2. Taigi (1,1)'99 > 210 > 1000. 

Vadinasi, intervalas nuo l iki 1,1 vis dar per dide- 
lis grafiko y=x!99 braižymui. Tik intervale, kurio ilgis 
viena ar dvi šimtosios, funkcijos reikšmės viena nuo ki- 
tos skirsis nelabai daug. 


* Analogiškai yra ir neigiamoms x reikšmėms. 
* (l +a)” =(1+0)(1+3).:.(1+64)=1-1...1+ 
S SE 
n 

+1.1...1.a4+1-1...1.-a+...+1:1...1-a+...-= 

n— | n—] n— 1 
=14+n0+... Čia visi ženklu ... pažymėti nariai yra 
teigiami. 2 


Ašyje Ox mastelį parinkime 100 karių didesnį, 
negu ašyje Oy. Grafikas y=x1% iSsitemps horizontalia 
kryptimi 100 kartų ir bus tokio pavidalo, kaip pavaiz- 
duota 17 paveiksle, a. Jei » bus dar didesnis, tai, norint 
kruopščiai nubraižyti grafiką, intervalą teks parinkti 
dar mažesnį. 17 paveiksle, 4, matote grafiką y=x!º9, 
ištemptą ašies Ox kryptimi 1000 kartų. Įdomu, kad 
gavome dvi visiškai vienodas kreives!* 


Pratimai 
6.13. Funkcijos 


y=x?— xi 
grafiką nubraižykite dviem būdais: 
a) imdami grafikų y=x* ir y=x* skirtumą; 
b) išskaidę daugianarį x2—x1! dauginamaisiais. 
6.14. a) Duotos dvi didėjančios sekos: 
an: 0,001; 0,004; 0,009; ... 
ba: 100; 300; 500; ... 


Ar gali pirmoji seka aplenkti antrąją (t.y. ar atsiras Do 13 


toks n, kad būtų teisinga nelygybė a,> bn)? „999 1 I 
b) Atsakykite į tą patį klausimą, kai sekos yra Si- 47 par 
tokios: pav. 


a„:0,001; 0,008; 0,027; ... 
b„:100, 400; 900; ... 
6.15. Nustatykite, kiek sprendinių turi šios lygtys: 
a) Vesi; b) *=x+1; 
c) 22+0,1=10x; d) x*—x-1=0. 
6.16. a) Nubraižykite grafikus šių funkcijų: 
ya xs y=x +x. 
b) Parinkite tokius a ir b, kad grafike y=ax'+bx 


būtų įduba, kurios plotis lygus 10 ir gylis ne mažesnis 
kaip 100. 


6. Kalbėdami apie laipsninių funkcijų y=x" 
kitimą, kai argumento x reikšmės mažos, minė- 
jome, kad tų funkcijų grafikai koordinačių pra- 
džioje liečia ašį Ox. Sustosime ties šiuo klausimų, 
kad išsiaiškintume išsireiškimo „tiesė liečia 
kreivę“ prasmę. 


* Tos kreivės, žinoma, skiriasi, bet taip mažai, 
kad grafikuose negalima pastebėti. 
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Iš tikrųjų, kodėl sakome, kad ašis Ox lie- 
čia ir parabole y=x?, ir kubine parabolę y=xš 
(nors parabolę y=x* ašis Ox ,,perduria kiaurai“ 
(žr. 18 pav.))? 

Čia reikia turėti omenyje, kokią prasmę 
suteikiame išsireiškimui „tiesė liečia kreivę“, 
ką laikome pagrindine, išskiriančia liesti- 
nės savybe, kaip tą sąvoką apibrėžiame. Iki 
šiol mokykliniame kurse susipažinome tik su 
vienintele kreive — apskritimu ir Zinojome tik 
apskritimo liestinės apibrėžimą. 

Pabandysime išsiaiškinti, kuo apskritimo 
liestinė skiriasi nuo kirstinės. Iš karto atkreipia 
dėmesį dvi aplinkybės: 1) liestinė su apskritimu 
turi tik vieną bendrą tašką, o kirstinė — du 
(19 pav.); 2) liestinė palei lietimosi tašką M 
„priglunda“ prie kreivės arčiau, negu kirstiné. 
(Todėl netgi tada, kai brėžinyje išsitenka ne vi- 
sas apskritimas ir nematome, ar iš tikrųjų yra 
antrasis bendras taškas, liestinę galime atskirti 
nuo kirstinės; 20 pav.) 

Kurią iš tų dviejų aplinkybių reikia laikyti 
svarbesne (esmine), kurią imti bet kokios krei- 
vės (ne tik apskritimo) liestinės apibrėžimo pa- 
grindu? 

Pirmoji savybė yra paprastesnė. Galima ban- 
dyti liestine pavadinti tiesę, turinčią tik vieną 
bendrą su kreive tašką. Tačiau, taip apibrėžę, 
dažnai prieštarautume sveikai nuovokai ir su- 
sidarytam liestinės vaizdiniui. 

Pavyzdžiui, per parabolės y=x? viršūnę, be 
abscisių ašies, eina dar viena tiesė, su parabole 
turinti tik vieną bendrą tašką — ašis Oy; vie- 
nok ašis Oy nevadinama parabolės y=x? lies- 
tine (žr. 18 pav.). 

21 paveiksle — dar blogiau: visos tiesės, 
esančios kampo AOB viduje, kerta kreivę tik 
po vieną kartą! Kita vertus, 22 paveiksle tiesė 
AB turi du bendrus su kreive taškus, bet ją ga- 
lime pavadinti liestine. Iš tikrųjų, jei ,,apkarpy- 
sime“ brėžinį ir žiūrėsime į kreivės dalį arti lie- 


timosi taško O, tai matysime, kad kreivės ir 99 pav. 
tiesės tarpusavio padėtis yra visiškai tokia pat, 
kaip ir parabolės padėtis ašies Ox atžvilgiu 
(23 pav.). 

Vadinasi, esmine, apibrėžiančiąja savybe 
tiktų laikyti glaudų liestinės prigludimą prie 
kreivės. 

Pavyzdžiui, natūralu laikyti, kad kubinė pa- 
rabolė y=xº koordinačių pradžioje liečia ašį 
Ox, parabolė y=x3 koordinačių pradžioje glau- 
džiai priglunda prie ašies Ox (dar glaudžiau, 
negu parabolė y=x?). 

Norint apibrėžti liestinę, reikia dar išsiaiš- 
kinti, ką reiškia tiesė ,,glaudžiai priglunda“ 
prie kreivės. Vėl nagrinékime parabolę y=x?. 
Tarp ašies Ox (tiesės y=0) ir parabolės negali 
būti nė vienos tiesės: kiekviena tiesė y=kx 
(kai k>0) kažkuriame tarpe eina aukščiau pa- 
rabolės ir kerta ją dar vieną kartą. 

Jeigu, sukdami tiesę, mažinsime k, tai antra- 
sis taškas (24 pav. taškas M) artės prie pirmojo 
(taško O) ir galų gale sutaps su juo. Tuo momen- 
tu tiesė iš kirstinės virs liestine. 

Tą patį galima pamatyti apie kiekvieną lie- 
timasi. 25 paveiksle per apskritimo tašką M iš- 
vesta kirstinė MK. Jeigu tašką K artinsime prie 
M, tai kirstinė suksis apie tašką M ir galų gale, 
kai taškas K sutaps su M, virs apskritimo lies- 
tine taške M. Be to, kitų bendrų su apskritimu 
taškų ji neturės. Beje, ši aplinkybė yra neesmi- 
nė, antraeilė. 

Taigi liestinę apibrėšime šitaip. 

Apibrėžimas. Tarkime, kad turime kokią 
nors kreivę (L) ir tos kreivės tašką M (26 pav.). 
Per tašką M ir dar kurį nors kreivės (L) tašką K 
išveskime tiesę MK (tokia tiesė, einanti per ko- 
kius nors du kreivės taškus, vadinama kirstine; 
ji gali kirsti kreivę dar ir kituose taškuose). 
Taškui K judant kreive (L) ir artėjant prie taško 
M, kirstinė MK suksis apie tašką M. Jeigu, taš- 


kui K sutapus su tašku M, tiesė sutampa su 
tam tikra apibrėžta tiese MN (žr. 26 pav.), tai 
ta tiesė MN ir vadinama kreivės (L) liestine 
taške M. 

Taigi tiesė, liečianti kreivę taške M, nuo kitų 
tiesių, einančių per tą tašką, iš esmės skiriasi 
tuo, kad liestinės ir kreivės bendrasis taškas — 
lietimosi taškas — yra dvigubas; jis gaunamas, 
sutapus dviem artėjantiems susikirtimo taškams. 

Kartais lietimosi taške sutampa ne du, bet 
trys taškai (27 pav.). 

1 pastaba. Apibrėžime nieko nesakoma 
apie kreivės ir jos liestinės bendrų taškų skaičių. 
Tas skaičius gali būti bet koks. 28 paveiksle, 
a, matote tiesę, kuri kreivę (T) liečia taške M 
ir kerta dar dviejuose taškuose, o 28 paveiksle, 
b, matote tiesę MN, kuri liečia kreivę iš karto 
keliuose taškuose. 

a » (r) 2 pastaba. Liestinės apibrėžime taškas K 

M prie taško M gali artėti bet kaip. Visais atvejais 
kirstinė turi artėti prie tos pačios tiesės, kuri ir 
vadinama liestine. Jeigu, priklausomai nuo 
taško K artėjimo prie taško M būdo, kirstinė 
artėja prie skirtingų tiesių, tai sakoma, kad krei- 
vė tame taške neturi liestinės (pavyzdžiui, funk- 
cijos y— |x| grafikas taške (0; 0) neturi liestinės; 
žr. 29 pav.). 

Uždavinys. Raskime parabolės y=x2+x 
liestinę taške (0; 0). 

Sprendimas. Parinkime kokį nors para- 
bolės tašką M ir jo koordinates pažymėkime 
(a; b). Aišku, b=až +a. Per taškus O ir M iš- 
veskime tiesę. 

Tos tiesės lygtis yra y=kx pavidalo. Kai 
x=a, y=a?+a, vadinasi, k=a+1, ir kirstinés 
lygtis yra y=(a+1l)x. Dabar tašką M (a; b) 
artinkime prie taško O (0; 0). Kai taškas M 
sutaps su tašku O, jo abscisė a bus lygi nuliui, 
o kirstinė y=(1+a)x virs liestine y=x. 

28 pav Atsakymas, Liestinės lygtis yra y=x. 


b 
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Pratimai 


6.17. Raskite parabolės y=x*4+x liestinę taške 
A(l; 2. 6 

6.18. Kuri iš tiesių, lygiagrečių tiesei y=x, liečia 
parabole ye —x2+1760 

6.19. a) Įrodykite, kad tiesė y=0 yra kreivės 
y=x3+x* liestinė koordinačių pradžioje. 

b) Raskite kreivės y=x'-2x liestinę taške 
O (0; 0). 

6.20. Kokių kubinių daugianarių y=ax*+bx*4 cx 
liestiné koordinačių pradžioje yra ašis Gx? 
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8 7. Racionaliosios funkcijos 


l. Racionaliosios funkcijos — tai funkci- 
jos, kurias galima užrašyti kaip dviejų daugia- 
narių dalmenį. 

Racionaliųjų funkcijų pavyzdžiai: 


A E 
E: 
| + 
= y2 Las 


5 paragrafe išnagrinėtoji trupmeninė tiesi- 
À a ax +b sd Ši 
né funkcija ye cg Yra racionalioji: ji yra 
dviejų tiesinių funkcijų — pirmojo laipsnio dau- 
gianarių — dalmuo. 

Jei funkcija y=f(x) yra dviejų aukštesnio, 
negu pirmojo, laipsnio daugianarių dalmuo, tai 
jos grafikas dažniausiai yra sudėtingesnis, ir 
nubraižyti jį tiksliai, su visomis detalėmis kar- 


| 
> IAE — racionalioji funkcija, nes ja 
galima užrašyti kaip dviejų daugianarių santykį: 


2 i = 
Sig ds ES DA 
x-l x-l 


tais būna sunku. Tačiau dažnai pakanka pri- 
taikyti metodus, analogiškus jau išnagrinėtiems. 


2. Pateiksime keletą pavyzdžių. Nubraižy- 
sime funkcijos 


y= x*42x+1 


grafiką. 

Pirmiausia atkreipsime dėmesį į tai, kad, 
kai x= — 1, funkcija neapibrėžta (nes trupmenos 
vardiklis x2+2x+1, kai x=—1, lygus nuliui). 
Kai x yra artimas —1, tupmenos skaitiklis 
x—1 apytiksliai lygus —2, vardiklis (x+ 1)? yra 
teigiamas, o jo modulis mažas. Vadinasi, trup- 
mena TI yra neigiama, ojos modulis dide- 
lis (ir tuo didesnis, kuo x reikšmė artimesnė — 1). 
Išvada: grafikas suskyla į dvi šakas (nes jame 
nėra taško, kurio abscisė lygi — 1); kai x artėja 
prie —1, abi šakos eina žemyn (l pav.). 

Atkreipsime dėmesį į skaitiklį. Jis lygus nu- 
liui, kai x=1. Vadinasi, taške x= 1 grafikas ker- 
ta abscisių ašį. Dar radę susikirtimo su ašimi 
Oy tašką (kai x=0, y= —1), galime apytiksliai 
įsivaizduoti grafiko eigą vidurinėje dalyje (2pav.). 

Liko išnagrinėti, kaip funkcija kinta, kai 
x reikšmių moduliai yra dideli. 

Kai x yra teigiamas ir didėja, trupmenos 
skaitiklis ir vardiklis didėja. Kadangi skaitiklyje 
yra X pirmasis laipsnis, o vardiklyje yra narys x*, 
tai, esant dideliems x, vardiklis didėja žymiai 
greičiau, negu skaitiklis. Todėl, neribotai di- 


dėjant x, funkcija y= vis labiau ir 


x— | 
x! +2x+ | 
labiau artės prie nulio. Taigi grafiko dešinioji 
šaka į dešinę nuo taško x=1 truputį pakyla virš 


abscisių ašies (3 pav.), po to vėl leidžiasi ir artė- . 


ja prie jos. 

Analogiškai samprotaudami, įsitikintume, 
kad kreivės kairioji šaka, didėjant x moduliui, 
irgi artėja prie abscisių ašies, tik ne iš viršaus, 


bet iš apačios (3 pav.). Vėliau parodysime (žr. 


g x-4 — X-1 


ETS 


Undillis =0, kai x-4 


p. 70), kaip galima tiksliai rasti grafiko deši- 
niosios šakos aukščiausio pakilimo tašką. 

Iš išnagrinėtųjų detalių jau galima susidaryti 
~ grafiko bendrąjį vaizdą (4 pav.). 


3. Nubraižysime funkcijos 


x 
Pe aa 


grafiką. Kad būtų patogiau, iš pradžių nubrai- 
žysime skaitiklio y=x ir vardiklio y=x24 1 gra- 
fikus (5 pav.). Duotosios funkcijos grafiką gau- 
sime skaitiklio reikšmes padaliję iš vardiklio 
reikšmių. 

Kai x=0, skaitiklis lygus nuliui — grafikas 
eina per koordinačių pradžią. Dabar eikime į 
dešinę (t. y. imkime teigiamas argumento reikš- 
mes). Kadangi, kai x labai maži, x* yra dar ma- 
žesni už x, tai, einant iš koordinačių pradžios, 
vardiklis kurį laiką bus beveik lygus vienetui 
(truputį didesnis už vienetą); todėl funkcija 
bus beveik lygi skaitikliui x (truputį mažesnė 
už skaitiklį) — grafikas eis greta tiesės y=x, 
. palaipsniui nuo jos atsilikdamas (6 pav.). 

Tačiau netrukus x?+1 pradeda didėti grei- 
čiau už x, vardiklis aplenkia skaitikį ir trup- 
mena pradeda mažėti — grafikas pasuka Ze- 
myn (7 pav.). 

Kadangi skaitiklyje y yra X pirmasis laipsnis, 
o vardiklyje yra narys su x?, tai, esant dideliems 
x, vardiklis didėja sparčiau už skaitiklį. Todėl 
trupmena, x didėjant, darosi vis mažesnė — gra- 
x fikas artėja prie abscisių ašies (8 pav.). 

Grafiko kairiąją pusę galime gauti pasinau- 
° pav. doję tuo, kad duotoji funkcija yra nelyginė. 
Bendras grafiko vaizdas pateiktas 9 paveiksle. 


X -e en 


y> 0 
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4. Vėl grįžkime prie jau nubraižyto funk- 

cijos r 
x 
"Aa 

grafiko ir, remdamiesi tuo pavyzdžių, išnagrinė- 
kime dar vieną įdomų klausimą. Pabandykime 
tiksliai rasti grafiko dešinės pusės aukščiausią 
tašką (kartu ir kairės pusės žemiausią tašką). 

Suprantama, kreivė negali pakilti labai aukš- 
tai, nes vardiklis x*4+1 gana greitai pralenkia 
skaitiklį x. Pažiūrėsime, ar grafikas gali pakilti 
į aukštį, lygų 1, t. y. ar yra tokia x reikšmė, kad 
y Ieikšmė būtų lygi 1. 


Kadangi y= T , tai reikia išspręsti lygtį 


~ =l, arba x*—x+1=0. Ši Iygtis neturi 


realių šaknų. (Patikrinkite!) Vadinasi, grafike 
nėra taškų, kurių ordinatė y=1 — grafikas 
nekerta tiesės y=1 (10 pav.). 

Pažiūrėsime, ar kreivė pakyla į aukštį, ly- 
gų 1/3. Tam reikia, kad būtų 31 = 3, arba 
x2-3x+1=0. Ši lygtis turi dvi realias šaknis 
(patikrinkite!), vadinasi, grafike yra du taškai, 
kurių ordinatės lygios 1/3, t.y. grafikas kerta 
tiesę y=1/3 dviejuose taškuose (11 pav.). 

Norint rasti aukščiausią tašką, reikia ži- 


noti, su kokiu didžiausiu A lygtis T =h turi 


sprendinį (12 pav.). Lygtį 7 =h pakeiski- 
me lygtimi 


hx*-x+h=0. 
Si lygtis turi sprendinį, kai 
1-44ž>0. 


Iš čia randame didžiausią aukštį, į kuri pa- 
kyla grafikas: 


h = 


bo) — 
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Su kokia x reikšme y igyja tą didžiausią 

TRE E x 5 x l 

reikšmę? Kadangi y = FT + tal 
x2—-2x+1=0*. Iš Cia x=]. 

Taigi aukščiausias grafiko taškas yra (1; 1/2). 


ri 2 


Pratimas 
xl am. | 
7.1. Raskite grafiko y “Lil didžiausią ordinatę 
(žr. 2 skirsnį). 
5. Nubraižysime funkcijos 


_ X+! 
x 


grafika. Jo bendra vaizda lengva nustatyti, pas- 
tebėjus, kad 
Ltl l 
x o xi(x+!)" 
Grįžome prie jau išspręsto uždavinio: turint 
funkcijos y=f(x) grafiką, nubraižyti grafiką 
| 

"= 75 (žr. 52-53 p.). 

Gauname maždaug tokį vaizdą (13 pav.). 

Tą patį grafiką nubraižysime kitu būdu, 
kartu išsiaiškinsime dar vieną įdomią jo ypaty- 
be. 

Skaitiklį padalykime iš vardiklio: 


aq lo 1 


x+— 
Xx 


Dabar, , sudedami” žinomus grafikus y=x 
ir y=1/x, braizome grafiką y=x+ 1/x (14 pav.). 


; , 24 Í i ; 
Matėme, kad grafikas y= Ž — turi verti- 


kalia asimptotę — ašį Oy, prie kurios jis artėja, 
kai x modulis mažėja. Dabar jau matyti, kad 
tas grafikas turi dar ir pasvirą asimptotę — tie- 
se y=x (prie tos tiesės jis artėja, kai x neribotai 
didėja). 


+ Ar atsitiktinai gavome pilnąjį kvadratą? 
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Pratimai 


24l | 
yra si- 


7.2. Patikrinkite, ar grafikas y= 
metriškas koordinačių pradžios atžvilgiu. 
24] 
7.3. Raskite grafiko y= I dešiniosios šakos 


žemiausio taško koordinates. 


Antro pratimo atsakymas aiškus iš to gra- 
fiko braižymo pirmuoju būdu (žr. 13 pav.): 


žemiausią tašką gausime su 


grafiko y= amo 


tuo x, su kuriuo gauname grafiko y=-7 
aukščiausią tašką, t. y. x=1. Taigi grafiko y= 


x2+1 . À da . Load 2 
S ordinatės mažiausia reikšmė lygi 2. 

Gavome įdomią nelygybę: kai x teigiami 
(kalbėjome apie grafiko dešiniąją dalį), visada 
x+l/x>2. 


Pratimai 
7.4. Nelygybę 
x+ 52 (x > 0) (1) 


įrodykite betarpiškai. 
7.5. Įrodykite nelygybę 


b = 
> V ab. (2) 


Ji reiškia štai ką: „dviejų teigiamųjų skaičių a ir b arit- 
metinis vidurkis visada didesnis už tų skaičių geometrinį 
vidurkį arba jam lygus“. 

(1) nelygybė yra (2) nelygybės atskiras atvejis. Ko- 
Kie tuo atveju a ir b? 

7.6. Nelygybė x+1/x>2 pritaikoma, sprendžiant 
plačiai žinomą uždavinį apie „sąžiningą pirklį“. Vienas 
sąžiningas pirklys žinojo, kad svarstyklės, kuriomis 
jis sveria prekes, yra netikslios, nes vienas petys truputį 
ilgesnis už antrą (tais laikais dar buvo naudojamos 
svarstyklės su dviem lėkštelėmis, žr. 15 pav.). Ką dary- 
ti? Apsvėrinėti pirkėjus — nuodėmė, bet ir save skriausti 
nesinori. Pirklys nusprendė kiekvienam pirkėjui pusę 
prekės sverti viena lėkštele, o kitą pusę — kita. 

Laimi ar pralaimi pirklys? 

Nurodymas. Jeigu svarstyklių vienas petys k 
kartų ilgesnis už antrą, tai pusiausvyra bus tada, kai 
trumpesniajam pečiui teks k kartų didesnis svoris, negu 
ilgesniajam. 
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6. Nagrinėsime funkciją 


] | 
PS al ta 


Ji yra dviejų funkcijų suma, todėl jos gra- 
fiką galima braižyti, sudedant grafikus y = = i 


ir p= . Galime išsiaiškinti grafiko bendrą 


vaizdą ir šitaip samprotaudami: 

a) funkcija neapibrėžta, kai x=1 ir x=-—1, 
vadinasi, kreivė suskyla į tris šakas (16 pav.); 

b) artėjant prie x=1, antrojo démens, tai- 
gi ir funkcijos modulis didėja, vadinasi, grafiko 
šakos tolsta nuo abscisių ašies, artėdamos prie 
tiesės x=1. Be to, į dešinę nuo x=1 kreivė kyla 
į viršų, o į kairę — leidžiasi žemyn (17 pav.). 

Panašiai atrodo grafiko dalis palei tiesę x= — l; 
c) y=0, kai x=0; kreivė eina per koordina- 
čių pradžią (18 pav.); 

d) kai x reikšmių moduliai dideli, abiejų 
dėmenų moduliai maži — abi kraštinės gratiko 
šakos artėja prie abscisių ašies: dešinioji iš vir- 
šaus, o kairioji iš apačios (19 pav.). 

Iš visų tų faktų jau galime spręsti apie gra- 
fiko bendrą vaizdą (20 pav.). 

Parodykite, kad tas grafikas yra simetriš- 
kas koordinačių pradžios atžvilgiu. 

7. Iš pavyzdžių matome, kad net vienos 
funkcijos grafiką galima braižyti įvairiais bū- 
dais. Todėl dabar pateiksime keletą funkcijų 
grafikų braižymo pratimų ir leisime patiems 
pasirinkti tinkamus braižymo būdus. 


Pratimai 


7.7. Nubraižykite grafiką 
| ! | 
MEMES 
Iš kelių „gabalų“ sudaryta kreivė? 
7.8. a) Nubraižykite grafiką 
— l ] 
da a 


] 
Pr Nurodykite 


I 
ižykit ika y=— — 
b) Nubraižykite grafiką y AT 


tos kreivės simetrijos ašį. 
7.9. Nubraižykite grafikus: 
] ê 
a) y= DG" 
b) y= į 
E mn Geri) 


l 
<) y=x+ =: 
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Uždaviniai savarankiškam 
sprendimui 


1. Nubraižykite grafikus šių funkcijų: 


a) y=x(1-x)-2; 


4-x | 
xš—4x | 
LT 
AID AED 


o 


c) y= 


i) y=(2x? +x- 1)?; 


x? +2x 


DIS LGT | 


m) y=(x—3)l|x+! |; 


asfi] 


b) y=x (1 —x) (x—2); 


— 2lx|-3 | 
d) V- 31x|-2 , 


l 
Mye aee > 


l ] 
h) y=- tz p 
j) y=| st ; 
L a a 
1) pa LAA, 
2” 


n) y=|x—2|+2|x!+ 
+ix+2|; 


) „Įx41|-x | 
P AE IET A, 


s) Nubraižykite trupmeninių tiesinių funkcijų 
_ dx +a l 
"042 
grafikus, imdami skirtingas a reikšmes. 
2. Funkcija y=f(x) apibrėžta šitokia taisykle: 
| |, kai x>0, 
E kai x=0, 
kai x<U. 


Tai dažnai. pasitaikanti funkcija, Zymima y=sgn „Gi 


(skaitoma „signum iks“; lot. signum — ženklas). Tos 
funkcijos grafikas pavaizduotas 1 paveiksle. pr x#0, 


f(x) = 


funkciją sgn x galima apibrėžti formule y= Lo Nu- 


braižykite grafikus šių funkcijų: 


1 pav. 
y=sgn'x; y=(x-l)sgnx; y»=x?sgn x. 
3. Funkcijos 
= ax*+bx+c 
x '+px+4 


kuri yra dviejų kvadratinių trinarių dalmuo, grafiko 
bendras vaizdas priklauso nuo to, kiek šaknų ir kokias 
būtent šaknis turi skaitiklis ir vardiklis. 

a) Nubraižykite grafikus šių funkcijų: 


dx i—8x +3 _ 241 
Dao PO E 
_ 3x1—10x+3 
a=x-6 | 
b) Kokio pavidalo yra funkcijos 
_axr+bx+<e 
"x +px+ą 
grafikas, kai abi skaitiklio šaknys mažesnės už vardik- 
lio šaknis? 
c) Išnagrinėkite funkcijų 
_ax +bx+c 
8 +px+q 


visus galimus atvejus ir nubraiZykite galimus jų grafikus. 
Pasistenkite nepraleisti nė vieno atvejo ir pateikite 
kiekvieno pavidalo pavyzdį. 


* Kodėl tik kai x 40? 
61 


82 


4. Nubraižykite funkcijos y= V 3 x grafiką. 

a) Įrodykite, kad jis negali eiti nė per vieną tašką, 
kurio koordinatės — sveikieji skaičiai, išskyrus tašką 
(0; 0). 

Jeigu mastelio vienetu imsite vieną langelį, tai tokie 
„sveikieji“ taškai bus langelių viršūnės. Koordinačių 
pradžią parinkite sąsiuvinio kairiajame apatiniame kam- 


pe ir kruopščiai nubrėžkite tiesę y = V3: x. (Kokiu kampu 
į ašį Ox ją reikia brėžti?) Kai kurie sveikieji taškai bus 
jabai arti tos tiesės. Tuo remdamiesi, raskite V3 3 apy- 
tiksles reikšmes paprastosiomis trupmenomis. Gauta- 
sias reikšmes palyginkite su lentelėse pateikta reikšme: 


V 321,7321. 


83 


84 


b) Sunkus uždavinys: įrodykite, kad yra sveika- 
sis taškas, kurio atstumas nuo tiesės y= Y/ 3 x males- 
+ 


, Lt 
nis UŽ To 


Spresdami 5—9 uždavinius, naudokitės tinkamai 
parinktų funkcijų grafikais. 


5. Kiek sprendinių turi šios lygtys: 

a) —x*+x-1=[|x|) Db) 1312914120; 
r o 
Axl 
d) lx=11+1x-2¡+|x+1]+[x4+421=0; 
e) x(x+1) (x+2)=0,01; 

1) |x+3 |=|x+2] (4-1); 

-8) [x]=x intervale |x|<3; 

l l | 


A) de — de == 100 
o are den 1 


<) =X; 


-6. ISspreskite lygtis: 
a) 23 —-x-1=|x|; b) |2x)—-x— 1 |-x=0; 
c) Ixi=|x- 1 |+|x-21. 


7. a) Nustatykite, kiek sprendinių turi lygtis 
| I-|x||=a su skirtingomis a reikšmėmis. 
b) Atsakykite į tą patį klausimą, kai lygtis yra 


+=", 
x 


8. ISspreskite nelygybes: 
2—x 

Ea se: 

xix +D | 

c) jx1+2]1x+1]>3. 


a) b) x<|x2-x|; 


* Skaičių sm galima pakeisti bet kokiu kitu 


„skaičiumi. Tada įrodytume: kad ir kokį mažą skaičių im- 


tume, atsiras taškas, kurio koordinatės yra sveikieji 


„skaičiai, nuo tiesės y= V 3 x nutolęs atstu nu, mažesniu 


uz tą skaičių, 
** 1 reikšmę, atskiriančią skirtingus atvejus, apy- 
„tiksliai raskite iš grafiko, 


9. Raskite funkcijos didžiausią reikšmę ir nustaty- 
kite, su kokiomis x reikšmėmis ji įgyjama: 


a) py=x(a-x); b)y=|x|(2-Ix|); 


x +4 | 
a+x+l? 


e) y=1-Y2x intervale Ixi<V2; 


f) p= —x*4+2x—2 intervale —5<x<0; 


c) v=x (a—-x3)) d) ya 


x+3 


intervale x> 2. 
x—1 


g) y= 


10. Du keliai kertasi stačiu kampu. Prie sankry- 
žos artėja du automobiliai: pirmuoju keliu — 60 km/h 
greičiu, antruoju — 80 km/h greičiu. 12-a h abi mašinos 
buvo už 10 km nuo sankryžos. 

Kokiu momentu atstumas tarp mašinų bus mažiau- 
sias? Kur tuo momentu bus mašinos? 

11. Tarp visų duotojo perimetro p stačiųjų trikam- 
pių raskite trikampį, kurio plotas didžiausias. 

12. Sakykime, y=f(x) yra lyginė funkcija, o 
y=g (x) — nelyginė. Ką galima pasakyti apie lyginu- 
mą arba nelyginumą šių funkcijų: 


y=f (x)+g (x); y=f(x): g(x); 
y=]g(x) l; y=f(x)-g (x); 
y=f(|x|)-e (x); vy=f0)-g(|x!)? 


13. Raskite visas lygines ir nelygines šitokio pa- 
vidalo funkcijas: 


x + 
a) y=kx+b; b) y„ 2, 
si q +bx+c 
YE px 


14. Funkcija y=x*—x nėra nei lyginė, nei nelyginė. 
Tačiau ją lengva užrašyti kaip lyginės funkcijos y=x* ir 
nelyginės funkcijos y= —x suma (2 pav.). 


a) Funkcija y= = užrašykite kaip lyginės ir 


x 
nelyginės funkcijų sumą. 

b) Irodykite, kad kiekvieną funkciją y=f(x) ga- 
lima užrašyti kaip lyginės ir nelyginės funkcijų suma. G 

15. Per bet kuriuos du taškus su skirtingomis abs- 
cisėmis eina tiesė — tiesinės funkcijos y=kx4+b grafi- 
kas. Analogiškai per kiekvienus tris taškus su skirtin- 
gomis abscisėmis, nesančius vienoje tiesėje, galima nu- 
bréíti parabolę — funkcijos y=ax24+bx+c grafiką. 


è pay, 


86 


Raskite kvadratinio trinario ax*4+bx4+c koeficien- 
tus, kai jo grafikas eina per taškus: 


a) (—1; 0); (0; 2), (1; 0); 

b) (1; 0), (4; 0), (5; 0); 

c) (-6; 7), (-4; —1), (—2; 7); 
d) (0; —4), (1; —3), (2; —1); 
e) (—1; 9), (3; 1), (6; 16). 


16. a) Atlikite parabolės y=x* panašumo trans- 
formaciją: panašumo centras — koordinačių pradžia, 
panašumo koeficientas lygus 2. Kokią kreivę gausite? 

b) Kokią reikia atlikti panašumo transformaciją, 
kad iš kreivės y=x* gautume kreivę y=5x*? 

c) Remdamiesi 16b uždavinio rezultatu, raskite 
parabolės y=4x3 židinį ir direktrisę. (Židinio ir direk- 
trisės apibrėžimas pateiktas p. 39.) 

d) Įrodykite, kad visos parabolės y=ax?*+bxw+c 
yra panašios. ; 

17. Įrodykite, kad taškas F(0; 1/4) yra parabo- 
lės y=x? židinys, o tiesė y= — 1/4 — jos direktrisé, 
t.y. kad kiekvienas tos parabolės taškas yra vienodai 
nutolęs nuo taško F(0; 1/4) ir nuo tiesės y= —1/4. 

Nurodymas. Parinkite kokį nors parabolės 
tašką M, kurio koordinatės (a; a*). Užrašykite atstumą 
nuo to taško iki taško F (0; 1/4) pagal atstumo tarp dvie- 
jų taškų formulę*. Po to užrašykite atstumą nuo taško 
M (a; a?) iki tiesės y= —1/4**. 

Įrodykite gautųjų reiškinių lygybę. 

18. Irodykite, kad taškai F,(V2: V2) ir 
F,(- V 2;- V 2) yra hiperbolés y= L/x židiniai, t.y. kad 
kiekvieno tos hiperbolės taško atstumų nuo taškų F, ir 
F, skirtumo modulis yra pastovus dydis. 

Nurodymas. Imkite bet kurį hiperbolês y= 1 /x 
tašką M (a; 1/a). Išreikškite dydžiu a to taško atstumus 
nuo taško F,(V 2; V 2) ir nuo taško F,(-V 2; 
— Y 2). Raskite tų atstumų skirtumą. Parodykite, kad 
to skirtumo modulis su visomis a reikšmėmis yra tas 
pats (vadinasi, nepriklauso nuo hiperbolės taško pa- 
rinkimo). 

19. 82-83 puslapiuose pateikta 17 grafikų ir tiek 
pat formulių. Nustatykite, kurį grafiką atitinka kiekvie- 
na formulė. Tarp tų grafikų rasite pratimų atsakymus. 


* Atstumas tarp dviejų taškų A (xı; y) ir 
B(x;; ya) apskaičiuojamas pagal formulę p(4, B)= 
= V (1 —x2)* + (y1— ya)?. | 

** Atstumas nuo taško A(x,; yı) iki tiesės y=c 
lygus |yj—c|. 


20. 3 paveiksle pavaizduotas funkcijos y=f(x) 
grafikas. Nupieškite šių funkcijų grafikų eskizus: 


a) y=f(0)-23 Db) y=f(x+2); 
c) y=!f(x)!; d) p=f(Ix|); 


e) y=—3f (x); Dr= FG” 
g) y=(f F; h) y=f(-x): 


i) ysx+f (x); j} y=—— 


21. Plokštumoje nubraižytas kvadratas, kurio kraš- 
tinė lygi a (4 pav.). Kreivė Ls yra aibė taškų, kurių ma- 
žiausias atstumas iki kurio nors kvadrato taško lygus S. 
Kreive Ls apribotos figūros plotą pažymėkime P (S). 

a) Raskite P (S) kaip S funkciją. 

b) Išspreskite uždavinį, analogišką 2la uždavi- 
niui, vietoj kvadrato paėmę stačiakampį, kurio krašti- 
nės lygios a ir b. 

c) Išspreskite analogišką uždavinį, paėmę trikampį, 
kurio kraštinės lygios a, b ir c. 

d) Išspręskite tokį pat uždavinį, paėmę spindulio r 
skritulį. 

22. Ar pastebite dėsningumą gautosiose P (S) 
išraiškose? Užrašykite bendrą formule bet kuriai iški- 
lajai figūrai. Ar ta formulė teisinga, kai figūros neiški- 
los? 

23. Nagrinėsime x*+-px+4=0 pavidalo kvadra- 
tines lygtis; kiekvieną tokią lygtį atitinka du skaičiai 
pir g. Susitarkime tą lygtį vaizduoti plokštumos tašku, 
kurio koordinatės yra (p; q). Pavyzdžiui, lygtis xº— 2x + 
+3=0 vaizduojama tašku A (— 2; 3); lygtis x?—1=0 — 
tašku B(0: —1). 

a) Kokia lygtis atitinka koordinačių pradžią? 

b) Pavaizduokite aibę taškų, atitinkančių tas lyg- 
tis, kurių šaknų suma lygi 0. 

c) Plokštumoje bet kaip parinkite tašką. Jei tą taš- 
ką atitinkanti lygtis turi dvi realias Šaknis, tai jį pažy- 
mėkite žaliu pieštuku. Jei lygtis neturi realių šaknų, 


his 


199 +26 +8+ 


18+ 11 + 14= 405. 


105:7 = 15 


9+ x-[x-6)= 15 


26 +Ux-6) = 00-x 


20+-x-( x+5) = 45 


X 


tai tašką pažymėkite raudonu pieštuku. Parinkite dar 
keletą taškų ir atitinkamai juos pažymėkite. Gał galite 
pasakyti, kokią plokštumos dalį užima „žalieji“ taš- 
kai ir kokią — „raudonieji“? Kokia linija „žaliuosius“ 
taškus skiria nuo „raudonųjų“? Kiek šaknų turi lygtys, 
atitinkančios tos linijos taškus? 

d) Kokia taškų aibė atitinka tas lygtis, kurių šak- 
nys realios ir teigiamos? 

e) Kokiu tašku galima pavaizduoti lygtį, kurios 
viena šaknis lygi 1? 

24. Iki tam tikro momento automobilis judėjo 
tolygiai greitėjančiai, po to pradėjo judėti tolygiai 
(igytuoju greičiu). To automobilio judėjimo grafikas pa- 
vaizduotas 5 paveiksle. Įrodykite, kad tiesė 4B yra para- 
bolės OKM liestinė, 


25. a) Naudodamiesi grafikais, nustatykite, ke- 
lis sprendinius turi šios kubinės lygtys: 

1) 0,01 x*=x*—1!, 

2) 0,001 x*=x*—-3x42. 

b) Raskite tų lygčių šaknų artinius (apytiksles 
reikšmes). 

26. a) 30 puslapyje yra paveikslas, kuriame paro- 


5 + 16 grafikas yra 
gaunamas iš daugianario y=x*-2x3—x*+2x grafiko, 
pastūmus jį išilgai ašies Ox. Raskite to postūmio 
didumą. 


b) Išspręskite ketvirtojo laipsnio lysti 
— 6x3 +7xº+ 6x —-8=0. 


dyta, kad daugianario y = x! — 


Nurodymas. Daugianario x*— 6xº + 7xº + 6x grafiką 
pastumkite išilgai ašies Ox taip, kad jis taptų tam tikro 
bikvadratinio daugianario grafiku. 

c) Kokiomis sąlygomis kreivė y=x*+bx8+cx?+d 
turi simetrijos ašį? O 

27. Išspręsime 3.15 pratimą. Iš viso yra 194+9+ 
+26+8+18+11+14=105 degtukai. Todėl reikia, kad 
kiekvienoje dėžutėje būtų 105 : 7=15 degtukų. 

Raide x pažymėkime skaičių degtukų, kuriuos rei- 
kia perdėti iš pirmosios dėžutės į antrąją. (Žinoma, 
gali tekti degtukus iš antrosios dėžutės perdėti į pir- 
mąją — tada x būtų neigiamas.) Po to, kai x degtukų 
perdėsime iš pirmosios dėžutės į antrąją, antrojoje dė- 
žutėje bus x+9 degtukai. 

Vadinasi, iš antrosios dėžutės į trečiąją reikia per- 
dėti x-6 degtukus, iš trečiosios į ketvirtą j ją x+5 degtu- 
kus. Analogiškai iš ketvirtosios dėžutės į penktąją per- 
dedami x—2, iš penktosios į šeštąją x+ 1, iš šeštosios į 
septintąją x—3, pagaliau iš septintosios į pirmąją x—4 
degtukai (6 pav.). 


Bendrą perdėtų degtukų skaičių pažymėkime $: 
S=|x|+!x-6|+|x+5|+|x-2|+ 
+lx+ll+lx—314+)x-41. 


Sioje formuléje modulio Zenklai vartojami todél, 
kad svarbus tik perdėtų degtukų skaičius, bet ne tai, 
kokia kryptimi jie buvo perdėti. 

x reikia parinkti taip, kad S įgytų mažiausią reikšmę. 
Čia gali padėti funkcijos S=/(x) grafikas (7 pav.). 

miausias grafiko taškas yra viršūnė As, todėl funkcija 
S=f (x) mažiausią reikšmę įgyja, kai x=2. Taigi x suras- 
tas, ir galima pasakyti, kiek degtukų ir kur reikia per- 
kelti (8 pav.). Aišku, taip uždavinį galima spręsti ir 
esant bet kokiam dėžučių skaičiui (2). Kaip ir išnagrinė- 
tame pavyzdyje, reikia užrašyti S išraišką. Ji bus ši- 
tokia: 


S=|xl+|x—al+ix—-a l+...+1x—-ap-_11|. 


Norint rasti x tuo atveju, kai n yra nelyginis skai- 
čius, galima remtis šitokia paprasta taisykle: skaičius 
O, dis Az, +s Gn, reikia išrašyti didėjimo tvarka; po to x 
imti lygų viduriniam tos sekos skaičiui (kai n nelygi- 
nis, toks skaičius visada yra). Pagalvokite, kaip atrodo 
grafikas, kai n yra lyginis, ir pabandykite suformuluoti 
taisyklę, kaip tuo atveju rasti x. 

Su šiuo į žaidimą panašiu uždaviniu siejasi praktiš- 
kai svarbus uždavinys apie pervežimus žiediniais marš- 
rutais. Įsivaizduokite žiedinį geležinkelį su vienodai 
viena nuo kitos nutolusiomis stotimis. Vienose stotyse 
yra anglies sandėliai, o kitose — vartotojai, kuriems 
visą tą anglį reikia pristatyti. 9 paveiksle pavaizduo- 
tos anglies atsargos sandėliuose ir jos poreikiai (su 
minuso ženklu). 

Remdamiesi pirmesnivoju uždaviniu, sudarykite 
ekonomiškiausią pervežimų planą. 


Uždavinių, pažymėtų ženklu GO, atsakymai 
ir nurodymai 


1.4. b) Atsakymo ieškokite tarp grafikų, pateiktų 
82-83 p. 

3.7, 12 pav. pavaizduotos funkcijos formulės ieš- 
kokite 82-83 p. 

3.12. Nurodymas. Ta funkcija įgyja mažiausią 
reikšmę visoje atkarpoje. 

3.15. Žr. 27 uždavinio sprendimą p. 88. 

4.8. 10 pav. (p. 4!) matyti, kad, x kintant nuo O iki 
5, funkcija y=2x*—4x4+5 iš pradžių mažėja (kai 
0<x<!), po to didėja. Taigi funkcijos y=2x?-—4x+5 
mažiausia reikšmė intervale a gaunama. kai x=1 


> 


S= lx+5 lr la +1]+* 
+ Ix) + |x-2|+ 
+|x-3į+ Įx-4l + 
+ |x-6] 


+ 2500 (10 pay., a). x kintant nuo — 5 iki O, funkcija y=2x*— 
—4x +5 visą laiką mažėja. Taigi mažiausia funkci- 
-700 jos reikšmė intervale b gaunama, kai x=0 (10 pav., b). 
Atsakymas. Mažiausia reikšmė intervale a ly- 
+1500 gi 3, intervale b lygi 5. 
5.5. b) Ne, neturi. Griežtas įrodymas nėra labai 
-1300 paprastas, jo čia nepateikiame. Kadangi ir ašis Ox, 
ir ašis Oy yra tos kreivės asimptotės, tai simetrijos ašis 
-HOD galėtų būti tik tiesė y=x. Lengva patikrinti, kad ši tie- 
sė nėra simetrijos ašis. 
6.17. Liestinės lygtis y=3x— 1. 
6.18. Nurodymas. Sistema y=x+a, y=-—x?*-1 
turi turėti du sutampančius sprendinius. 
1h ir 1r uždaviniai, p. 80. Atsakymo ieškokite tarp 
grafikų 82—83 p. 
3b uždavinys, p. 81. Išnagrinėkime skaitinį pavyzdį. 
Sakykime, skaitiklio šaknys yra —5 ir 0, o vardiklio šak- 
nys +2 ir +4. Tada nagrinėjamoji funkcija yra y= 


ax (x+2) , os 
"62 pavidalo. Parinkime kokią nors kon 
ii É e pavyzdžiui, a=2. Funkcija y= 
x + us ; ; A 
aa neapibrėžta, kai x=2 ir x=4. x artė 
4 | | jant prie šių reikšmių, vardiklis mažėja, artėdamas prie 
Opav. nulio, taigi funkcijos modulis neribotai didėja. Vadi- 
nasi, tiesės x=2 ir x=4 yra grafiko vertikaliosios 
asimptotės. | 


Funkcija lygi nuliui, kai x=0 ir x= —5. Pažymėki- 
me ašyje Ox du grafiko taškus: (0; 0) ir (— 5; 0). 

Keturios „ypatingosios“ argumento reikšmės: 
x= —5, 0, 2, 4 dalija ašį Ox į 5 sritis. Pereidama kiekvie- 
nos srities sieną, funkcija keičia ženklą (virsdama nu- 
liu arba „nutoldama į begalybę“) (10 pav.). 

Eiko išaiškinti funkcijos kitimą, kai argumento reikš- 
mių moduliai neribotai didėja. Pabandykime vietoj x 
įrašyti didelius skaičius (pavyzdžiui, x= 10 000, x= 
= 1 000 000 ir tt.) Kadangi 2x* bus žymiai daugiau, 
negu 10x, o x? žymiai daugiau, negu —6x+-8, tai trup- 


mena 
_ 2 (x+5) _ 2x*+1l0x 
(x—2) (x-4) x*-6x48 


| Į 
T 
| bus beveik lygi skaitiklio ir vardiklio vyriausiųjų narių 
| santykiui 
Je! „kl Be 
q pol I PRG 3 O 


xa be to, tuo artimesnė 2, kuo didesnis |x|. Vadinasi, 
tolstant nuo koordinačių pradžios, grafikas artės prie 
horizontaliosios tiesės y=2. 
Grafiko bendras vaizdas pateiktas 11 paveiksle. 
Visais atvejais, kai vardiklio abi šaknys didesnės už 
skaitiklio šaknis, grafikas bus beveik toks pat. 


14 uždavinys, p. 85. Matematikoje dažnai būna 
lengviau išspręsti uždavinį bendruoju pavidalu, negu 
išnagrinėti duotą konkrečią funkciją. Todėl pirmiausia 
išspręsime uždavinį b, o uždavinio a sprendinį gausime 
kaip atskirą atvejį. 

Sakykime, duota kokia nors funkcija f (x). Tarkime, 
kad uždavinys išspręstas, t.y. funkcija f(x) išreikšta 
lyginės funkcijos g (x) ir nelyginės funkcijos A (x) suma: 


f(x) =8 (x) +h (x). (*) 


Kadangi ši lygybė yra teisinga su visomis x reikšmėmis, 
tai vietoj x galime įrašyti —x. Gausime 


f(-*)=g(-x)+h(-x). (**) 


Kadangi funkcija g (x) yra lyginė, o A (x) — nelyginė, 
tai g (—x)=g (x) ir A(-x)=—h(x). Tuo remdamiesi, 
iš pradžių sudėkime (*) ir (**), po to atimkime vieną 
iš kitos. Gausime 


fo)+f(—x)=28 (x), f()-/(-x)=2h (x). 


Iš čia randame funkcijas g (x), hk (x) ir gauname ieško- 
maja funkcijos f(x) išraišką lyginės ir nelyginės funkcijų 


suma: 
po LOLA LOCO i 
2 2 

Atkreipkite dėmesį, kad gautojo rezultato formalus įro- 
dymas dar paprastesnis: iš pradžių užrašykite (1) dės- 
tinį, įsitikinkite, kad jis yra tapatybė su visais x ir kad 
pirmasis dešiniosios pusės dėmuo — lyginė funkcija, 
o antrasis — nelyginė. 

Uždavinio a sprendi; gauname betarpiškai iš (1) 
formulės: 

| x? ] 


(G 
Pastaba. Jeigu funkcija y=f(x) kuriai nors x 
reikšmei neapibrėžta, tai ir funkcijos g(x) bei A(x) bus 
apibrėžtos ne visoms x reikšmėms. Gali būti, kad kai 
kurioms x reikšmėms funkcija f(x) apibrėžta, o g(x) 
ir h(x) neapibrėžtos. 
26c uždavinys, p. 88. 44=5* + 2bc. 
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